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1. INTRODUCERE

1.I. NOTIUNI INTRODUCTIVE

Metodele numerice reprezinta o tehnica prin care se pot rezolva o serie
de probleme matematice prin aplicarea operatiilor aritmetice. Avand in vedere
repetabilitatea si numarul foarte mare a unor astfel de operatii, dezvoltarea si
perfectionarea modelelor numerice sunt strans legate de dezvoltarea sistemelor
de calcul. Ultimele doud decenii au fost marcate de un salt remarcabil al
dispozitivelor de calcul si accesul pe scara larga la calculatoarele personale.
Simultan, au fost dezvoltate o serie de programe comerciale de simulare care
au la baza modele numerice. Prin urmare modelarea numerica a devenit o etapa
importanta in activitatea de proiectare a sistemelor ingineresti.

In general problemele ingineresti pot fi solutionate prin utilizarea
urmatoarelor metode:

Solutionarea analitica prin care se obtin informatii exacte asupra
functionarii unui sistem. In schimb, astfel de modele sunt limitate la
problemele referitoare la sistemele lineare cu geometrie simpld, deseori
unidimensionald. In practica, sistemele ingineresti sunt nelineare, cu o
geometrie complexa.

Solutionarea graficd, implica folosirea diagramelor si nomogramelor in
rezolvarea problemelor complexe. Dezavantajul metodei rezulta din faptul ca
precizia este una redusd, iar implementarea lor este destul de dificila.

Crearea modelelor experimentale. Cu toate ca rezultatele si
experientele obtinute au o certitudine ridicatd, dezavantajul constd in
dificultatea realizdrii sistemelor, timpul extensiv si folosirea resurselor
financiare consistente.

Modelarea numerica. Folosirea modelelor matematice avansate in
rezolvarea unor aplicatii ingineresti implica utilizarea programelor comerciale
de calcul sau crearea programelor proprii scrise intr-unul dintre limbaje de
programare. Modelele numerice nu au restrictii referitoare la complexitatea
sistemelor sau a fenomenelor. In schimb, utilizarea lor necesita cunostiinte
interdisciplinare si validarea experimentala.

Asa cum s-a mentionat anterior, dezvoltarea modelelor numerice este
strans legata de dezvoltarea si accesibilitatea sistemelor de calcul. In prezent
metodele numerice sunt aparate foarte puternice folosite in proiectarea
sistemelor ingineresti, capabile sd gestioneze probleme nelineare si geometrii
complexe.

Cartea este structuratd pe sase capitole care cuprind notiuni
introductive cu privire la cele trei modelele numerice, metoda diferentelor
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finite, metoda elementului finit si metoda volumului finit. Totodata, aplicatiile
ingineresti acoperd domeniile referitoare la curgerea fluidelor, transferul de
caldura si mecanica structurald. Materialul prezentat nu are pretentia de a oferi
raspunsuri la toate aspectele legate de cele trei modele numerice, in schimb
este suficient de cuprinzator pentru a intelege ideile principale care stau la baza
modelarii numerice.

1.2.  NOTIUNI GENERALE

Modelarea numericd a fenomenelor de curgere si a celor termice, in
prezent are mai multe denumiri provenite din limba engleza, precum:

- Dinamica fluidelor computerizata (Computational Fluid Dynamics,

CFD);

- Schimbul de caldurda computerizat (Computational Heat Transfer,

CHT);

- Schimbul de céldura si curgerea numerica (Numerical Heat Transfer
and Fluid Flow).

Toate aceste denumiri se referd la un singur domeniu interdisciplinar
care cuprinde mai multe directii precum:

- Matematica

- Ingineria

- Utilizarea calculatoarelor si
- Fizica

Scopul CFD-ului este simularea unui fenomen de curgere Insotit de
schimb energetic sau de reactii chimice, realizandu-se atat n spatiu cat si in
timp. Pand in anii 90, acest domeniu era exclusiv dedicat specialistilor cu
pregatire superioara (doctorat), care aveau cunostinte deosebite in toate cele
patru discipline amintite mai sus. In ultimul deceniu, CFD-ul a inregistrat o
expansiune deosebitd, care a rezultat cu un numar foarte mare de pachete
comerciale de programe pentru simularea curgerii si a schimbului energetic
sub forma de caldura. Astfel si specialistii cu cunostinte modeste pot efectua
simuldri numerice pentru a obtine informatii necesare pentru proiectarea
sistemelor termice.

Exista foarte multe exemple legate de fenomene de curgere sau de
schimb de caldura, care trebuie intelese, pentru a obtine informatii necesare
pentru proiectarea sau optimizarea instalatiilor, echipamentelor sau
dispozitivelor termice sau fluido-dinamice. De exemplu pentru realizarea
schimbatoarelor de cdldurd compacte, care folosesc generatori de turbulenta
pentru intensificarea transferului termic, existd o geometrie optima (pasul,
inaltimea sau grosimea si materialul nervurilor) la care utilajul termic are
performante optime. Bineinteles cé aceste informatii se pot obtine din cercetari
experimentale, doar ca ele pot fi realizate cu eforturi (financiare si intelectuale)
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reduse, folosind CFD-ul. Daca privim spre diferite domenii industriale, se
observa o multime de aplicatii unde CFD-ul are un rol esential:

Industria aero-spatiala unde, prin simulare numericd se obtin
informatiile utile referitoare la fortele de ascensiune, de frecare sau cele
laterale care actioneaza asupra navei. Obtinand toate aceste detalii, modeland
zborul aeronavei, se pot anticipa parametri precum, consumul de combustibil,
puterea motoarelor sau dimensiunile prototipului, dupa care urmeaza testarea
lui intr-un tunel aerodinamic in diferite pozitii.

Curgerea jeturilor in interiorul reactoarelor nucleare este un exemplu
de aplicatie industriala care, din motive de siguranta, nu poate fi efectuat
experimental. Astfel simularea numericad este singura cale prin care se obtin
informatii legate de acest fenomen.

Arderea combustibililor in camerele de ardere la care trebuie Inteleasa
interactiunea dintre curgerea fluidelor, reactiile chimice si transferul termic.

Arderea combustibilului si curgerea aerului in motoarele cu ardere
internd; pentru functionare optima a motoarelor avem nevoie de informatii
exacte legate de campul de temperatura si viteza, sau referitoare la caderile de
presiune si solicitarile termice din peretele cilindrului sau pistonului.

Se stie ca dispozitivele electronice disperseaza energie sub forma de
caldura datorita trecerii curentului electric prin aceste dispozitive si rezistentei
electrice a conductoarelor. Pentru functionarea corespunzétoare, ele trebuiesc
racite. Pentru realizarea unor modele eficiente de racire, precum si pentru
optimizarea acestor dispozitive, avem nevoie de estimari privind campul
termic si caderile de presiune. Aceste informatii le putem obtine mult mai usor
prin modelare numerica.

Transferul termic in microelectronica; problema descrisd anterior este
cu atat mai dificila cu cat dimensiunile dispozitivelor electronice sunt mai
reduse (de exemplu microprocesoarele la calculatoare de tip laptop). In acest
caz cercetarile experimentale devin complicate si dificile iar rezultatele deseori
sunt inexplicabile.

Climatizarea spatiilor inchise. Pentru a realiza climatizarea unor spatii
inchise avem nevoie de informatii legate de scheme de curgere ale aerului
precum si de campul de temperaturi. Incercirile experimentale pe unele
modele la scara redusa pot fi realizate doar in cazul unor geometrii mai simple.
Pentru spatii mai complicate (sdlile de cinematograf sau teatru, habitaclul
autovehiculelor) experimentele nu pot fi realizate sau sunt foarte scumpe si in
acest caz simularea numerica este singura solutie.

Dispersia noxelor in mediul ambiant. Cosurile de fum sau
autovehiculele rutiere, constituie o sursa de poluare a aerului ambiant. Pentru
a preveni si micsora poluarea aerului, mediul ambiant trebuie monitorizat. Pe
baza emisiilor de poluanti in sectiunea de iesire din cosul de fum, se poate
estima dispersia poluantilor in mediul ambiant folosind CFD-ul.
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Din exemplele prezentate mai sus, rezultd cd majoritatea aplicatiilor
industriale pot fi simulate folosind metodele numerice avansate. Cu toate ca
pe piata programelor comerciale de CFD, unele dintre ele sunt au caracter
general, care incearcd se acopere toate domeniile stiintifice si industriale,
majoritatea sunt specializate pe un segment clar definit (climatizare,
aerodinamica autovehiculelor, procese de ardere din MAI, procese de ardere
din instalatiile stationare de ardere, dispersia noxelor in mediul ambiant,
schimbatoare de caldurda sau racirea componentelor electronice). Rolul
utilizatorului este, in primul rand de a avea cunostinte bune despre,

- fenomene de curgere si mecanica fluidelor;

- ecuatii diferentiale partiale si discretizarea lor;

- solutii algebrice de rezolvare;

- alegerea programului corespunzator, in cazul 1n care se opteaza pentru
un software comercial;

- formularea exactd a problemei care se studiaza (conditiile la limita,
granitele sistemului, stabilirea convergentei solutiilor finale);

- sinuin ultimul rand, interpretarea exacta si corecta a rezultatelor.

1.3.  GENERALITATI DESPRE MECANICA FLUIDELOR

Fenomenele de curgere sunt descrise de ecuatii diferentiale partiale
care verifica principiul conservarii impulsului. Cu toate ca domeniul mecanicii
fluidelor este unul complex, se pot defini cateva categorii generale de curgere
cu aplicatii industriale:

- Curgerea fluidelor vascoase sau nevascoase;

- Curgerea fluidelor compresibile sau incompresibile;

- Curgerea prin canale (sau tuburi), sau in medii deschise;

- Curgerea libera 1n spatii inchise;

- Curgerea prin turbomasini (pompe, ventilatoare sau turbine).

De asemenea toate aceste exemple de curgere pot apdrea sub
urmatoarele forme:

- Curgerea laminard, curgere la care straturile de fluid se deplaseaza
paralel unul fatd de altul;

- Curgerea turbulenta daca, pe directia principala de deplasare a
fluidului, exista si o migcare haotica a particulelor fluidului;

- Existenta stratului limita datoritd fortelor vascoase a fluidului, care
apare in apropierea suprafetelor solide.

- Aparitia curgerii turbionare in zona de curgere dupd obiectele solide

(unde dispare influenta stratului limita).

Avand 1n vedere ca, calculatorul poate executa doar calcule numerice,
toate aceste cazuri de curgere trebuie exprimate printr-o forma matematica.
Pentru a rezolva aceastd problemd matematicd, avem nevoie de modele
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numerice prin care se realizeaza simularea unui fenomen fizic. Inainte de a
dezvolta un model matematic din domeniul mecanicii fluidelor, trebuie
prezentate proprietatile fluidelor in miscare care variaza att in spatiu cat si in
timp.

Marimea fizica, care descrie campul de viteze este viteza. Ea are atat o
valoare numerica cat si o directie deci este un vector. Vectorul vitezei este
descris de cele trei componente in sistemul de coordonate tridimensional.
Pentru a obtine campul de viteze trebuie sa avem cunostinte si despre fortele
care actioneaza asupra si in interiorul fluidelor.

Se stie cd fluidele exercitd presiune asupra obiectelor care se afld in
contact cu ele. Pe de alta parte presiunea se defineste ca raportul dintre forta si
suprafatd si prin urmare existd o fortd cu care fluidele actioneazd asupra
obiectelor. De exemplu, forta ascensionald a apei la deplasarea navelor sau in
cazul avioanelor forta ascensionald a aerului care actioneaza asupra aripilor si
care face posibil zborul lui. De asemenea, fortele cu care vantul actioneaza
asupra obiectelor din jur este un exemplu pentru cAmpul de forta din fluide.

In afari de tensiunea normala prezentati mai sus, existd si o forta si
tensiune tangentiala atat fata de suprafetele solide cat si in interiorul fluidelor.
Aceasta forta tangentiald rezulta dintr-o altd proprietate a fluidelor si anume
vdscozitatea. Vectorul acestei forte este in directia de curgere doar cu sensul
opus, avand in vedere c¢i se opune deplasarii fluidului. In cazul in care
vascozitatea fluidului este neglijabila, ele pot fi considerate ideale. In aceasta
carte vor fi considerate doar curgerile vascoase.

Urmatoarea proprietate a fluidelor care trebuie luata in considerare este
densitatea. In cazul in care densitatea rimane constantd, fluidele pot fi
considerate incompresibile. In cazul vitezelor de curgere foarte mari (in
apropierea vitezei sunetului), efectele de compresibilitate (variatia densitatii cu
presiunea) fluidele sunt denumite compresibile. Densitatea fluidelor se poate
modifica si datorita cAmpului de temperatura. In acest caz variatia densitatii in
functie de temperatura trebuie luatd in considerare printr-o relatie matematica.

In concluzie, trebuie si tinem cont de urmitoarele proprietiti ale
fluidelor atunci cand descriem un camp de viteze (sau un camp fluidodinamic):

- Tensiunea normala datoratad campului de presiune;
- Tensiunea tangentiala datoratd vascozitatii fluidelor;
- Densitatea fluidelor

Pentru analiza unui camp fluidodinamic, trebuie stabilitd o relatie

matematica care tine cont de aceste proprietati.
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1.4.  ECUATIILE DIFERENTIALE CU DERIVATE PARTIALE ALE
MISCARII FLUIDELOR VASCOASE

Orice model de simulare numericad sau program comercial se bazeaza
pe solutionarea ecuatiilor matematice care descriu fenomenul respectiv. La fel
se intampld si in cazul mecanicii fluidelor, unde ecuatiile matematice se
bazeazd pe principiile de conservare a masei si a impulsului. Pentru
simplificarea procesului de derivare a ecuatiilor diferentiale de curgere se ia in
considerare un caz bidimensional, dupa care extinderea in sistemul
tridimensional este plauzibila.

Prin urmare se va considera un element de bazd a fluidului si vom
descrie bilantul masic (fig. 1a) si impulsul (fig. 1b). Se vor considera doua
componente ale vitezei, u in directia x si v in directia y. Cu o s-a notat efortul
normal iar cu 7 efortul tangential. De asemenea, se admite o variatie lineard a
proprietatilor de-a lungul fluidului elementar, precum si valori constante ale
acestora pe suprafetele laterale. Totodata, in cazul fluidului incompresibil,
acessta nu poate fi acumulat intr-o celuld prezentata in figurile 1a si 1b si prin
urmare reziduul de masa trebuie sa fie zero. Prin urmare bilantul masic rezulta
din principiul de conservare si stabilirea debitelor masice care trec prin fiecare
dintre cele patru suprafete, considerand ca densitatea fluidului este constanta:

(H%.@C).@_u-@+(V+@-5yj-&c—v-5x=0 (1.1)
ox dy

care dupa transformari arata astfel:

ou oJv
N _ .&. :O
(ax-i_ayj & (1.2)
sau,
du_ v _ (1.3)
ox dy

Ultima ecuatie reprezintd ecuatia de conservare a masei, sau ecuatia de
continuitate. In cazul fluidelor compresibile trebuie luate in considerare si
variatiile de densitate.
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o
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Fig. 1.1 Bilantul material al elementului de fluid

Cea de a doua ecuatie rezulta din bilantul de forte care actioneaza
asupra fluidului elementar din fig. 1b, aplicand legea a doua de miscare a lui
Newton. in acest caz componentele vitezei variaza atat in timp cat si in spatiu.
Initial se considera derivata partiala totald pentru componenta vitezei u:

ou

Ju
G- s Oy 1.4
ox @}+ ot (14)

care dupa impartire cu 8t devine:

o _ au§x+8u5y+8u (1.5)
&4 oxd& Jdyd ot

sau sub alta forma:

ou _Ou  Ou . du
Ut —V+—
& ox dy ot

Relatia (1.6) descrie acceleratia totald a fluidului 1n directia x. Totodata
ea este compusa din doud parti, si anume primii doi termeni care reprezinta
variatia vitezei u in spatiu si cel de al treilea termen care reprezinta variatia
vitezei u in timp. Prin Tnmultirea acestei acceleratii totale a fluidului cu masa
lui din celula, se obtine rezultanta fortei in directia x.

Luand in considerare eforturile unitare normale si tangentiale, echilibru
de forte poate fi scris in felul urmator:

p-(ua—u+va—u a—”J S @v——@c 5+ —a}c & a7
ox dy 0

(1.6)
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Relatia dintre efortul unitar normal, presiunea si efortul unitar
tangential poate fi scrisa sub urmatoarea forma:

O'=—p+2-ﬂ-a—u (1.8)
ox
si,
T= . i_ka_u 19
K5y % (1.9)

Inlocuind ultimele doua relatii in ecuatia (1.7) se obtine:
in directia x:

(122,20 2,2, 200
Pl% o o) T T Ty My ) 0

in directia y:

(av v avj op a( avj a( avj
pPlu—tv—t— |=—+—| u— |+ H— (1.10b)

x dy o) ay ox ax) oyl\” oy
St o H7(“%-@()@
- S

L" S

Fig 1.2 Bilantul de impuls al elementului de fluid

Ecuatiile (1.10a si 1.10b) reprezintd principiul de conservare a
momentului de curgere si sunt cunoscute sub denumirea de ecuatiile Navier —
Stokes de miscare a fluidelor vascoase. Aceste doud ecuatii reprezintd
echilibrul dintre fortele rezultate din accelerarea fluidelor (partea din stanga a
ecuatiilor) sau convectiei fortate si fortele normale datoritd campului de
presiune respectiv fortele tangentiale datorita vascozitatii fluidului (partea din
dreapta a ecuatiilor). In ecuatiile prezentate mai sus nu sunt incluse fortele
exterioare precum forta gravitationala.
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Sistemul de ecuatii (1.10a si 1.10b) impreund cu ecuatia de conservare
a masei (1.3) descriu fenomenele de curgere ale fluidelor incompresibile, in
regim laminar. In cazul regimului turbulent, ecuatiile de curgere trebuie extinse
cu alte modele de turbulenta.

Fata de regimul laminar unde exista o directie predominanta de curgere,
in cazul regimului turbulent existd doud componente ale vitezei. Peste
componenta principald, care nu se modifica In timp exista inca o componenta
instantanee care fluctueaza, iar astfel putem scrie:

u=U+u' (L.11)

unde U cu bara reprezintd componenta medie iar u’ este componenta
fluctuantd a vitezei. Introducand viteza (1.11) si relatia similard pentru
componenta v a vitezei in ecuatia de continuitate (1.3) si integrand 1n timp, se
obtine:
9y + v =0 (1.12)
ox dy

Inlocuirea similard in ecuatia de miscare (1.10a) pentru directia x
rezultd cu urmatoarea relatie:

-QU -aU oU| dp a| oul ol aUu u®  u+)
p|\U—+V—+—|=-T+—|U— |+ — | U— |- p——-p——
ox dy ot ox odx| odx | dy| oy ox dy
(1.13)

dupa transformari similare asupra ecuatiei de miscare in directia y, se
obtine ecuatia similara cu (1.13):

-V -av ov| o of ov]| ol ar 2 A+
p\U—+V—+—|=——F+—|U— |+ — | U— |- p——p——
ox dy ot dx odx| ox | dy| oy ox dy

(1.14)

Comparand ultimele doud ecuatii pentru curgerea turbulentd cu
ecuatiile (1.10a si 1.10b) pentru curgerea laminara, se observa aparitia a doua
termeni suplimentari care reprezintd eforturile datorita pulsatiilor particulelor
de fluid 1n regim turbulent. Se observa ca sunt cinci marimi necunoscute iar pe
de altd parte avem un sistem compus din doar trei ecuatii diferentiale. Prin
urmare, avem nevoie de relatii suplimentare de legaturd dintre vitezele medii
U si componentele fluctuante ale vitezei u’.

Una dintre solutii este sa tratdm acesti termeni ca eforturi vascoase
suplimentare datorita curgerii turbulente. Prin urmare ei au forme similare cu
efortul tangential din ecuatiile (1.10a si 1.10b), si anume:
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9|, 9u|, 9], U
ox Hr ox | dy Hr dy (1.15)

unde ur reprezintd viscozitatea suplimentara datoritd regimului
turbulent. Introducénd ecuatia (1.15) in (1.13) se obtine:

-9U - U aU ap a QU U
P Ut = | W G [ e S
(1.16)

Fata de ecuatia (1.10a) se observa ca existd viscozitate suplimentara
datorita turbulentei, 4r. In continuare se prezinta doui modele prin care se
poate determina aceasta viscozitate suplimentara.

Metoda lungimii de amestec. Aceasta metoda rezultd din analiza
dimensionald a raportului dintre vascozitatea si densitatea fluidului care are
aceeasl unitate de mdsura ca si produsul dintre viteza si lungime. Prin urmare
relatia pentru viscozitatea turbulentd are urmatoarea forma:

B 12 U 8V
Hr=pe i o oy (1.17)

unde ¢y, este o constanta care trebuie determinatd impreund cu lungimea
de amestec /. Aceste doud marimi pot fi determinate printr-o cercetare
experimentald. In urma masuritorilor se pot obtine marimile precum viteza,
presiunea, vascozitatea laminard sau densitatea. Pe de altd parte, in urma
solutionarii sistemului de ecuatii de miscare si de continuitate, se obtine
viscozitatea efectiva pentru diferite pozitii din interiorul fluidului. In final
ecuatia (1.17) poate fi folositd pentru determinarea constantei cy si a lungimii
de amestec /.

Metoda k - € Cu aceastd metoda pot fi derivate ecuatiile diferentiale
partiale similare cu (1.13 si 1.14), care descriu repartizarea energiei cinetice
turbulente k£ care pentru un sistem bidimensional este definitd cu urmatoarea
relatie:

dNp-u -k) 9 M, . Ok
GNP U K) 9 gy Hy 9F
al{( to.)3

G-p-
. j+ p-€ (1.18)

o, ox,

altd marime care trebuie definitd este disiparea energiei cinetice £,
notatd cu €:
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2

dp-u-g) 9 U, . O€ £ £
IV ) 9l k+EY 2 s .6 -E—-C. . p- =
o, o (( +0€)axi O GG pem s (119)

Acest sistem complicat de ecuatii poate fi simplificat prin inlocuirea
unor termeni cu anumite constante. In acest caz vascozitatea turbulentd este
definita cu relatia:

fy=p-c, k"1 (1.20)

De asemenea se considera ca lungimea de amestec este cunoscuta (de
exemplu pe cale experimentald) si prin urmare doar ecuatia pentru k trebuie
rezolvata. Acest model este cunoscut ca model de turbulenta cu o singura
ecuatie. In cazul in care aceasta mirime nu este cunoscuti, se rezolva o ecuatie
aproximativa pentru € dupd care véascozitatea turbulentd rezulta din:

2
t=pe, (1.21)
2

In cazul in care dou ecuatii partiale diferentiale sunt solutionate avem
de a face cu modelul de turbulentd cu doud ecuatii, sau modelul & - &

Modelele prezentate mai sus au ca urmare o estimare izotropicd a
turbulentei, ceea ce inseamni ci turbulenta este constanti in toate directiile. In
realitate turbulenta este anizotropicad. Prin urmare tratarea reald a turbulentei
presupune solutionare directd a efortului turbulent lui Reynolds prin care
turbulenta este tridimensionala. Se cunosc doud metode care modeleaza efortul
turbulent pe cale directa:

- Modelul algebric care foloseste ecuatii de miscare simplificate.

- Modelul Reynolds care ia in considerare forma integrald a sistemului
de ecuatii partiale diferentiale.

Totodata trebuie amintite si alte metode de simulare a regimului
turbulent de curgere:

- Simulare directa (Direct numerical simulation, DNS) la care se
foloseste forma simpld a ecuatiilor (1.10a si 1.10b) si unde variatiile
rapide ale marimilor se determina direct si nu este nevoie de modele de
turbulenta.

- Simularea turbionara la scara extinsa (Large eddy simulation, LES)
metoda similard cu simularea directd, doar ca se folosesc modele de
turbulentd pentru vartejurile mici care nu pot fi modelate datorita lipsei
de rezolutie spatiala din modelul numeric.



2. DISCRETIZAREA SI SOLUTIONAREA ECUATIILOR
DIFERENTIALE CU DERIVATE PARTIALE. NOTIUNI
GENERALE

Din capitolul anterior rezulta ca sistemul de ecuatii cu derivate partiale
este compus dintr-un set de variabile respectiv proprietati si derivatele lor.
Pentru a rezolva acest sistem de ecuatii cu ajutorul calculatorului, el trebuie
transformat intr-o forma convenabild tindnd cont de faptul cd, calculatoarele
manipuleazd doar datele binare (unu si zero). Pe de altd parte ele pot fi
programate sd efectueze operatii aritmetice simple (adunarea, scaderea,
impdartirea sau Inmultirea) si pot memora numere. Prin urmare ecuatiile
diferentiale trebuie transformate in ecuatii algebrice. Aceasta transformare este
cunoscutd sub denumirea de discretizare numericd a ecuatiilor cu derivate
partiale. In urma acestei discretizari fiecare termen din ecuatia partiala trebuie
convertit intr-un echivalent numeric care poate fi programat.

In teoria discretizari existe trei metode de baza, si anume:
- Metoda diferentelor finite
- Metoda elementului finit
- Metoda volumului finit

Folosind oricare dintre aceste metode se obtine solutia campului
hidrodinamic sau termic prin valoarea marimilor fundamentale (viteza,
presiunea sau temperatura).

Discretizarea ecuatiilor diferentiale cu metoda diferentelor finite se
bazeaza pe seriile Taylor in urma careia se obtin ecuatiile algebrice ale
marimilor fundamentale 1n forma diferentelor in spatiu si timp.

Din ecuatiile diferentiale partiale, prezentate in capitolul 1, rezulta ca
marimile dependente sunt viteza, presiunea sau temperatura iar cele
independente coordonate spatiale sau timpul. Se considera doud puncte, la
distanta x + / si x — h, apropiate de punctul de referinta x. Seria Taylor in acest
caz, poate fi scrisa sub urmatoarea forma:

dy lzdzy 13d3y
x+h)=yp(x)+h—+—h*—<+—h* "=+ . (2.1)
Yty =yth Ao h e s
sau
2 3
y(x—h)=y(x)—hdy+lhzﬂ—lh3d—3y+... (2.2)

dx 2 d® 6 dx

unde 4 reprezintd deplasarea infinitezimala in directia x iar derivatele
spatiale sunt considerate in raport cu punctul x. Prin adunarea sau scaderea
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celor doud ecuatii se obtin derivatele lui y de gradul intai si respectiv de gradul
doi, 1n raport cu x:
@

L [+ h) -y e £08) 23)

v

Xx-h X X+ h X

Fig. 2.1. Reprezentarea grafica a seriei Taylor

© 3 = IO = ) = () = )] -
x h

| (2.4)
=h—2[y(X+h)—2~y(x)+y(x—h)]+f(h2)
unde f{h?) reprezintd termeni de ordinul doi (sau si mai mari). Pe
masurd ce pasul 4 scade, acestia din urma devin foarte mici si prin urmare se
pot neglija. Conform ecuatiilor (2.1) sau (2.2) si neglijand termenii de ordinul
superior, derivatele de ordinul intai se pot scrie si in urmatoarea forma:
dy 1

—- = b =y()] (2.5)
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@y -] (26)
dx h

Din relatiile de mai sus, si tinand cont de acuratetea lor, rezulta
urmatoarele observatii:

Ecuatiile (2.3) si (2.4) reprezintd diferentele centrate cu precizia de
gradul doi. De asemenea, ecuatia (2.5) reprezintd diferenta progresiva iar
formula (2.6) reprezintd diferenta regresiva, ambele cu precizie simpld. Prin
urmare, pentru un anumit punct de referintd orice derivata partiald de gradul
intai sau doi poate fi inlocuita cu relatiile de mai sus. In consecinta se obtine
un set de ecuatii algebrice compus din valorile variabilelor dependente in
punctele de referinta si cele invecinate. In final trebuie consemnat ci marimile
fundamentale variaza atat in spatiu cat si In timp si pe de altd parte exista un
numar finit de puncte de referinte in care domeniul de interes este discretizat.

Metoda volumului finit, in esentd se bazeaza pe metoda diferentelor
finite dar are si unele elemente ale metodei elementului finit. Fata de modelul
cu diferente finite, discretizarea se bazeaza pe fenomene fizice. Sistemul de
ecuatii de miscare ale fluidelor vascoase este considerat ca o serie de fluxuri
care trec printr-un volum elementar al fluidului si un termen sursad in forma
gradientului de presiune.

2.1. DISCRETIZAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

Pentru exemplificarea procesului de discretizare a ecuatiilor
diferentiale, se va lua in considerare o ecuatie simpla de difuziune
unidimensionald:

y_o%y

T~ (2.7)

Ecuatia este compusa din derivata partiald de gradul intai In raport cu
timp si derivata partiala de gradul doi 1n raport cu distanta x. Aceasta ecuatie
diferentiala cu derivate partiale este o ecuatie parabolicd care de exemplu se
foloseste pentru descrierea matematicd a conductiei termice unidimensionale.

Totodata ecuatiile diferentiale se pot clasifica astfel:

- Ecuatia diferentiala cu derivate partiale parabolica, unde existd o
directie predominantd de curgere sau In timp;

- Ecuatia diferentiala cu derivate partiale eliptica, unde marimile
dependente variaza in toate directiile;

- Ecuatia diferentiala cu derivate partiale hiperbolica, unde marimile
dependente variaza intr-o directie caracteristica diferita de cea definita
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de sistemul de coordonate; se considerd a fi una din sub-categoria
ecuatiilor eliptice.

Pentru a discretiza ecuatia (2.7) trebuie definit domeniul de interes si
granitele lui. Din ecuatie rezultd cd functia y depinde de x si ¢. Prin urmare
domeniul se Tmparte in mai multe puncte de referinta la o anumita distanta (fig.
2.1).

>
=2
¢
&
¢

DD G G X
r o ey
DD G G €2
D D D G €2 R
Lo e Lo Lo ]
N o B & %

-
N
T

N

Fig. 2.2. Grila de noduri x — t

Grila este uniforma atat in directia x cét si In directia #, iar punctele sunt
numerotate cu indicele 7 si j pentru pozitionarea lor in spatiu si timp. Una dintre
solutiile constd in folosirea diferentelor progresive (2.5) pentru derivatele de
timp si diferentele centrate (2.4) pentru derivatele spatiale. Prin urmare ecuatia
(2.7) are urmatoarea forma:

Vi = Vi _ Vi — 2. Vi + Yia (2.8)
ot o’
sau dupa transformari:
o 12 ot
Vi = yyiﬂ,j + 1= y Vi +§yi—l,‘/ (2-9)

Din ecuatia (2.9) se observa ca y la timpul j+1 depinde de valorile y la
timpul j. Prin urmare, pentru solutionarea problemei avem nevoie de valorile
marimii dependente y la timpul # = 0. Aceste valori sunt cunoscute ca fiind
conditiile initiale si sunt indispensabile pentru solutionarea unei probleme
nestationare. Totodatd, aceastd schema de solutionare este cunoscutd si ca
schema explicita (fig. 2.3).
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Fig. 2.3. Schema explicita

Forma discretizatd a ecuatiei diferentiale (2.7) poate fi scrisd si sub
urmatoarea forma, considerdnd marimea y ca o valoare medie la timpul j i j+1:

Vi = Vi —a. |:yi+1,j+l _Z'yf,j+1 t Vi } + _a)'|:yi+l,j -2 Yij (-t).y]lﬂyi|
ot o
unde o reprezintad coeficientul care determina ponderea lui y la timpul

j sij+1 siia valori intre 0 si 1. Din relatia (2.10) reiese ca existd o legatura
dintre marimea y la timpul j si j+1. In functie de o se disting urmitoarele
cazuri:

1. a=0, ecuatia (2.10) se rezuma la schema explicita si ecuatia (2.8);

2. «a=1, este vorba de schema implicita,

3. a=0,5, schema implicita Crank — Nicholson.

In continuare se vor analiza cele doud scheme de discretizare precum
si avantajele sau dezavantajele fiecarui model.

In cazul modelului explicit solutia marimii y rezultd direct din valorile
lui y la timpul anterior j — 1. In schimb, rezolvarea problemei este instabild
unde prin solutionare stabila consideram solutii realistice din punct de vedere
fizic la diferiti pasi de timp. Pentru ca solutionarea sa fie stabild, in cazul
schemei explicite, trebuie sa fie indeplinita urmatoarea conditie:

§<0,5.D (2.11)
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Fig. 2.4. Schema explicita

unde D reprezintd o constantd care tine cont de proprietatile termofizice
ale fluidelor. Din aceasta conditie se observa ca pentru o grila mai find unde
Ox este foarte mic, pasul de timp of trebuie sa fie mult mai mic, pentru ca
solutionarea sa fie stabila.

Solutionarea pe baza schemei implicite este stabild si nu avem nevoie
de conditii de stabilitate. In schimb rezulti un efort de calcul suplimentar
datoritd faptului ca avem de a face cu un sistem nelinear de ecuatii diferentiale
cu derivate partiale si care trebuie rezolvat in mod iterativ. Pentru a reduce
timpul de solutionare, se folosesc diferite scheme cu diferite valori ale lui ¢
Asa cum s-a mentionat mai sus, pentru « = 0,5 rezultd schema Crank —
Nicholson.

Pe langd conditiile initiale, pentru a rezolva sistemul de ecuatii
diferentiale avem nevoie si de conditii la limitd. Pentru descrierea conditiilor
la limita se va folosi grila din Fig. 2.4. Se vor lua 1n considerare patru randuri
de puncte in directia ¢ (timp) si sase in directia x (spatiu), conform schemei
explicite. Prin urmare pentru a inainta in solutionarea ecuatiilor avem nevoie
de valorile anterioare ale mirimilor dependente. In consecinta, pentru a calcula
valorile lui x la timpul j = 2, avem nevoie de valorile lui x din randul j = 1.
Doar ca pentru a calcula punctele interioare sunt necesare valorile din punctele
la limita si anume, (1,2) si (6,2). In continuare se vor analiza doui tipuri
generale de conditii la limita.
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2.5. Grila explicita t — x

Pentru majoritatea problemelor, conditiile la limitd sunt definite prin
urmatoarele doua forme generale:

1. Conditiile la limita de tip Dirichlet, la care punctele la limitd au valori
cunoscute. De exemplu, daca este vorba de campul de temperatura
dintr-un corp solid, punctele laterale reprezintd temperaturile de pe
suprafetele exterioare (1,2) respectiv (6,2).

2. Conditiile la limita de tip Neumann, la care se cunosc derivatele
partiale ale marimilor de pe granitele domeniului. Daca se admite ca
derivata partiald pe granita din dreapta domeniului (i = 6) este 0, rezulta
ca valoarea marimii din punctul (5,2) este egala cu valoarea sa din (6,2).
Exemplu pentru acest tip de conditii la limitd este curgerea axial
simetrica sau in cazul cAmpului termic, suprafetele izolate (adiabatice).

Volumul elementar

W P E
wl, e
- /40
dXw 8Xe

Fig. 2.6. Volumul elementar unidimensional

In continuare se exemplificdi metoda volumului finit pe ecuatia de
conductie termicad unidimensionala:
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d( dT
dx

k—)+S =0 (2.12)
dx

unde k este conductivitatea termicd, 7 temperatura iar S reprezintd sursa
interna de caldura.

Pentru discretizarea ecuatiei se foloseste volumul elementar din Fig.
2.6 unde P este nodul central, W si E nodurile vecine si e respectiv w sunt
granitele  volumului elementar. In cazul conductivititii termice
unidimensionale se considerd grosimea unitard a volumului in directiile y si z,
Ax-1-1. In urma integrarii in jurul volumului elementar se obtine [1]:

ar\ (,dT\
(1) () om0 @

Pentru a solutiona aceasta ecuatie avem nevoie de profilul de variatie a
temperaturii sau de o formuld de interpolare. In acest sens existd doua forme
de variatie, in cascada respectiv linear, prezentate si in Fig. 2.7.

AT A T

XL

W W p € E
Fig. 2.7. Profilul de variatie; a) in cascada b) linear

Folosind variatia lineara continua intre doua noduri, relatia 2.13 devine:

ke(TE_TP) kw(TP_TW) S ‘Ax=0
—~ -Ax = 2.14
(&) (é-x) + av ( )

e w

unde Sav este valoarea medie a termenului sursa din volumul elementar.
Se obisnuieste ca relatia 2.14 sd fie scrisa si sub forma:

a,T,=a,T, +a,T, +b (2.15)

unde:

¥ X
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k
a =T8T (2.16a)
k
= 2.16b
Ay (&)w ( )
aP:aE+aW (2160)
b=S_ -Ax (2.16d)

Prin urmare, ecuatia 2.15 reprezinta forma discretizatd a ecuatiei
diferentiale 2.12, unde nodul central al grilei reprezentand temperatura 7p se
afld de partea stangi a ecuatiei iar nodurile vecine de partea dreapti. in cazul
fenomenelor bidimensionale sau tridimensionale, numarul nodurilor vecine
creste proportional si prin urmare ecuatia discretizata devine:

a,Tp =Y a, T,+b (2.17)

In final se observa ca procesul de simulare numerici contine urmitorii
pasi si conditii:

1. Se construieste un set de ecuatii algebrice in jurul unui numar finit de
puncte de referinte care constituie o grild de discretizare a domeniului
cercetat;

2. Definirea conditiilor initiale;

Definirea conditiilor la limita;
4. Solutionarea ecuatiilor algebrice.

(98]

2.2.  SOLUTIONAREA ECUATIILOR DE MISCARE A FLUIDELOR
VASCOASE

In capitolul precedent s-a prezentat modelul de solutionare a unei
ecuatii cu derivate partiale sub formd generali. In continuare se descrie
procesul de solutionare a ecuatiilor de miscare a fluidelor precum si a ecuatiei
de continuitate. Aceste ecuatii au unele particularitati care le fac sa fie diferite
de ecuatiile generale. In cazul ecuatiilor de curgere (doud pentru curgere
bidimensionald) sunt trei necunoscute u, v si p pentru care avem douad ecuatii.
Solutionarea cdmpului de presiune si rezolvarea fenomenului de cuplare a
vitezei si presiunii, se rezolva prin ecuatia de continuitate. Dupa cum s-a spus
mai sus, aceste ecuatii sunt nelineare din diferite motive, componentele
vitezelor contin si derivate partiale iar pe de altd parte ele apar in ambele
ecuatii. Al treilea motiv al nelinearittii consta in cuplarea vitezei si presiunii.
Problema devine si mai complicatd daca fenomenul este nestationar sau
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proprietatile sunt dependente de temperatura. Termenul convectiv din ecuatiile
de miscare este:

i (2.18)
X
iar in forma diferentiala folosind diferente centrate:
T Ui,y Ui
u-
5 (2.19)

Nelinearitatea termenilor convectivi se poate rezolva prin linearizarea
vitezei u in urma careia se obtine u cu bara care reprezintd valoarea curenta a
vitezei. In urma acestei lineariziri se poate constitui un set de ecuatii cu care
se ajusteaza viteza. Linearizarea si procedeul de solutionare se repeta pana la
obtinerea solutiei finale, dupa care se trece la pasul urmaitor in timp. in Fig. 2.8
se prezinta algoritmul de solutionare a ecuatiilor de curgere care dupa cum se
observa contine mai multe etape de rezolvare.

start

—» solutionarea la nivelul
n de timp

—calculul coeficientilor
a(ij)
solutionarela iterativa a
sistemului de ecuatii
algeprice

Nu
convergenta

Da
solutionarea la nivelul
n+1 de timp

ultimul interval de timp

lDa

stop

Fig. 2.8. Algoritmul simplificat al metodei de solutionare

In cazul curgerii stationare, ultimul ciclu exterior poate fi neglijat, doar
ca in acest caz nu se ia in considerare accelerarea fluidului care poate rezulta
cu o solutionare instabila. De aceea, deseori se foloseste solutionarea folosind
algoritmul nestationar chiar daca fenomenul in esenta este stationar. Cu atat
mai mult cu cat ecuatiile sunt nelineare si avem nevoie de procedee iterative.
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In concluzie, solutionarea unor fenomene nestationare la interval de timp mic,
rezulta cu un proces stabil de solutionare.

2.3. EXEMPLE DE MODELARE NUMERICA PENTRU PROBLEME DE
CONDUCTIE TERMICA

El. Exemplu de modelare numerica a fenomenului de transfer termic
conductiv fara surse interne de caldura

Ecuatia de transfer de caldurd prin conductie unidimensionala,
reprezintd din punct de vedere matematic ecuatie diferentiald de gradul doi:

dx\ dx
Tgi U B
i Te

dg=0

L

Fig. E1.1. Conducta tridimensionala in care are loc transferul termic

Conducta prezentati in Fig. E1.1 este una tridimensionala. In cazul in
care nu existad surse interne de caldurd si considerand conditiile la limita
prezentate in figurd fenomenul de transfer de caldura prin conductie poate fi
considerat unidimensional. Prin urmare ecuatia diferentiald poate fi scrisa sub

urmatoarea forma:
4,4\ _,
dx dx

unde:

k, conductivitatea termica (W/m K)
T, temperatura ( K)

x, distanta (m)

Pentru aplicatia de fata, lungimea barei este de L = 0,5 m,
conductivitatea termica este de £k = 10 W/m K iar numarul de noduri total este
n =35 cu distante egale intre ele. Temperatura in capdtul din stinga al conductei
este 7a = 300 K iar la cel din dreapta 78 = 400 K. Prin urmare, tinand cont de
parametrii prezentati mai sus, domeniul discretizat este prezentat in Fig. E1.2.
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Fig. E1.2. Domeniul discretizat

Forma discretizatd a ecuatiei diferentiale (2.12), conform ecuatiei
(2.14) este:

(ke ET2) — (K B2) = 0 (EL.1)

5xe W sxy,

sau dupd rearanjarea ecuatiei si tinand cont de faptul cd materialul barei
are proprietdtile constante si uniforme, si anume k = ke = kw:

k k k k
Grtsa) T =g Tty T €12
coeficientii ap, aw si ak pot fi definiti astfel:
k k
ap = 6—xe+a (E13a)
ap=-— (E1.3b)
k
AX
W P E
w 7R e
X,
OXw X,

Fig. E1.3. Exemplu de discretizare in jurul nodului de referinta

Tinand cont de numerotarea punctelor din Fig. E1.2 si notarea nodurilor
din Fig. E1.3, putem scrie ecuatiile discretizate pentru nodurile 1 — 5 in
urmatoarea forma:

1. Pentru nodul (1), tinand cont de faptul ca (1) este corespondent cu (P),

(2) cu (E) si (A) cu (W) rezulta:

(k ﬂ) - (k T@“) =0 (E1.4)

6x
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sau dupa rearanjarea ecuatiei:

k

(k +L).T1=6_’;.T2+m.

5 VT onrz T, (EL.S)

prin urmare coeficientii ap, aw si ae au urmatoarele valori:

Tabelul E1.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
ey Kk _ 320 _ 0 k 10 _k o _ 210, _
sz T sx/2 01 01 100 5x/2 Ty= 0.1 300 =
a300 x 0 60000

2. Pentru nodul (2) rezulta, prin similitudine cu metodologia aplicata
pentru nodul (1):

T3-T, T,-T1\ _
(k55) - (k552) = 0 (EL6)
sau dupa rearanjarea ecuatiei:
kK |k k k
(h+a) To=nTi+e-T, (E1.7)

prin urmare coeficientii ap, aw s1 ae au urmatoarele valori:

Tabelul E1.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw [¢]3 b
ke k210 _ e _10 _ ke _10 _ 0
5x + 5x 0.1 s5x 01 100 5x 01 100

200

3. Nodul (3) reprezinta un nod interior, prin urmare aplicand metodologia
de la nodul (2) rezulta:

T,—T3 I3-To\ _
(F%52) - (k252) = 0 (E1.8)
sau dupa rearanjarea ecuatiei:
kK |k k k
() Ts=5 T +o-T, (E1.9)

prin urmare coeficientii ap, aw si ae au urmatoarele valori:

Tabelul E1.3. Valorile coeficientilor ecuatiei discretizate

dp aw Je b
k k 210 k 10 k 10
—_ —_——= — = —_——= — = —_——=— = 0
6x + 6x 0.1 ox 0.1 100 5x 0.1 100
200

4. Nodul (4) reprezinta un nod interior, prin urmare aplicand metodologia
de la nodul (2) sau (3) rezulta:
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Ts—T, Tu,-T3\ _
(K152 - (22) = o E10
sau dupa rearanjarea ecuatiei:
kK |k k k
(+a) Ta=nTs+oTs (E1.11)

prin urmare coeficientii ap, aw s1 ae au urmatoarele valori:

Tabelul E1.4. Valorile coeficientilor ecuatiei discretizate

ap aw [2]3 b
kg k210 _ e _10 _ ke _10 _ 0
5x + 5x 0.1 s5x 01 100 §x 0.1 100

200

5. Nodul (5) reprezinta, asemanator cu nodul (1), un nod limita si prin
urmare se foloseste metodologia de discretizare aplicata la nodul (1):

TB_TS T5—T4 _
(k 52 ) - (k_ax ) =0 (E1.12)
sau dupa rearanjarea ecuatiei:
k k k k
(F/era)'TS—a'Tﬁm'TB (E1.13)

prin urmare coeficientii ap, aw si ag au urmatoarele valori:

Tabelul E1.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw O b
ko _ 310 f _ 10 _ 0 ko _ 210, _
5x/2 " ox 04 sx 01 522 Ty =400
300 100 80000

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) = (5), se pot defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E1.6. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 300-T, =100-T, + 60000
2 200-T, =100-T; + 100 T,
3 200-T, =100-T, + 100- T,
4 200-T, =100-T; + 100 Ty
5 300-T; =100-T, + 80000

sau dupa rearanjare:
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Tabelul E 1.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 300-T, —100-T, = 60000
2 —100-T; +200-T,—100-T; =0
3 —-100-T,+200-T3, —100-T, =0
4 —-100-T3;+200-T,—100-T5 =0
5 —100-T, + 300 - T5 = 80000

In forma matriceala coeficientii din ecuatiile algebrice au urmatoarea
forma:

300—-100 0 0 O Ty 60000
—100 200-100 0 O ”TZ] [ 0 ]
0 —100 200—100 O -IT3I:| 0 |
0 0 —100 200-100 lnj 0
o o o —100 3004 I7;) lgoooo!

Sistemul de ecuatii algebrice descris anterior este un sistem de 5 ecuatii
cu 5 necunoscute. Un astfel de sistem poate fi solutionat prin metoda TDMA,
avand in vedere ca cele 3 diagonale ale coeficientilor au valori diferite de 0.
Prin urmare, in urma solutiondrii se obtin urmatoarele valori:

Ty 310
T, [3301
T3 =350
T, 370
Ts 390

Ecuatia (2.1) poate fi rezolvata analitic si prin urmare rezultd solutia

exactd a fenomenului:
Dupa prima integrare a ecuatiei (2.1) rezulta:

dar
k'E_Cl (E1.14)
Sau dupa separarea variabilelor si integrare:
dez%-fdx (E1.15)
se obtine:
T=2x+C, (E1.16)

Constantele Ci respectiv C2 se obtin din conditiile la limita:
x=0,T=Ta (E1.17a)
x=L,T=Ts (E1.17b)



Discretizarea si solutionarea ecuatiilor diferentiale 33

din prima conditie la limita rezulta:

C2=Ta (E1.18)
iar din a doua se obtine:

€, =7 (T —Ty) (E1.19)
prin Inlocuirea constantelor in solutia generala se obtine:

T=%-(TB—TA)+TA (E1.20)

Dupa inlocuirea valorilor pentru 7a, 78 si L se obtine solutia finala a
ecuatiei diferentiale:

T =200 - x + 300 (E1.21)

In Fig. E1.4 se prezinta atat solutia numericd, cat si solutia exacta.

420

400 A

- Solutia exacta
——— Solutia numerica

|
0,1 02 0.3 0.4 05
x [m]

Fig. E1.4. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

E2. Exemplu de modelare numerica a ecuatiei de transfer termic conductiv
cu sursd internd de caldura

Transferul de caldura unidimensional prin conductie cu sursa interna
de caldura (Fig. E2.1) este descris de ecuatia diferentiala de gradul 2 cu termen
liber care reprezinta sursa internd de caldura:
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Z(kZ)+q=0 (E2.1)

Ecuatia algebrica generald rezultatd in urma discretizarii ecuatiei de
mai sus si tinand cont de geometria din Fig. E2.2, este:

Tg-Tp Tp—Ty . _
(ke 8_xe) - (kw W) + q Ax =0 (E22)
sau 1n forma compacté:
k k k k
(5_%+E).TP_5_%.TE+E.TW+q.Ax (E23)
Ta

Z X

Fig. E2.1. Placa tridimensionala cu sursa internd de caldura

Domeniul de calcul este discretizat cu un numar de 5 noduri, dintre care
3 reprezintd noduri interioare iar nodurile 1 si 5 sunt nodurile care reprezinta
conditii la limitd. Lungimea domeniului este L =4 cm, k=1 W/m K, g = 10°
W/m? iar temperaturile limita sunt: 7a = 300 K respectiv 75 = 400 K. Impartind
domeniul in 5 elemente, distanta intre nodurile interne este dx = 0.008 m.
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AX

A 4

Ts

()}

Ta 1 9 3 A q 4

Fig. E2.2. Domeniul discretizat

1. Prin urmare pentru nodul la limita (1) rezulta:

Tz T1 Tl
(k 5x)_(k5/2)+q Ax =0 (E2.4)
Dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
k
(a T 6x/2) Tl ox ) T2 5 /2 TA + q: Ax (E25)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmatoarele valori:

Tabelul E2.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

dp aw ae b
o,k _ 31 _ 0 k 1 . K 6.
ox  &x/2 ~ 0.008 a = m =125 q Ax + % TA =10
375 0.008 + -300 = 83000

2. Pentru nodul (2), care reprezintd un nod interior, ecuatia discretizata
are urmdtoarea forma:

I3-T - _
(k=2) - (k=) +q-ax =0 (E2.6)
Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
K k
(E+2) T=n T+ Ty +q-Ax (E2.7)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:

Tabelul E2.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

dp aw GE b
k2 _ k_ 1 _ k__1 _ 195 q-Ax = 10°-0.008 =
Sx 5x 0.008 Sx 0.008 Sx 0.008 8000

250 125

3. Nodul (3) este de asemenea un nod interior, astfel ecuatia discretizata
are urmatoarea forma:

(k™) - (k=) +q-ax =0 (E2.8)
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Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:

k k k k
(a+a)-T3—a-T2+a-T4+q-Ax (E2.9)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:

Tabelul E2.3. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

dp aw de b
f K _ 21 _ k_ 1 _ k__1 _ 175 q+Ax =10°-0.008 =
ox = Ox 0.008 5x 0.008 ox 0.008 8000

250 125

4. Nodul (4) este de asemenea un nod interior, astfel ecuatia discretizata
are urmatoarea forma:

(k TS{;CT‘*) — (kL) +q-ax=0 (E2.10)

Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:

5x | 6x
prin urmare coeficientii ar, aw, at si b au urmatoarele valori:

Tabelul E2.4. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b
ik _ 21 _ LI k__1 _125 q-Ax=10°-0.008 =
5x 5x 0.008 Sx 0.008 5x 0.008 8000

250 125

5. Nodul (5) reprezinta, asemenea nodului (1), nod limita. Prin urmare
rezulta urmatoarea ecuatie discretizata :

_TB_TS _TS_T4 . J—
(k&ﬂ)_(kax)+qAx_O (E2.12)
Dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
k k k k
(Wera)'Ts—m'Tsﬁ“g'TﬁmAx (E2.13)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E2.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ar aw 3 b
gk _ 31 k 1 0 . K o _ 106,
5x/2 | 5x 0008 —_—=— q-Ax+5-Tp =10
375 6x 0.008 gy 2
=125 0.008 + 5008 400 = 108000
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Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) = (5), se pot defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E2.6. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 375-T, = 125-T, + 83000
2 250-T, =125-T; +125-T5 + 8000
3 250-T, =125-T, + 125-T, + 8000
4 250-T, =125-T; + 125 - T5 + 8000
5 375-Ts =125-T, + 108000

sau dupa rearanjare:

Tabelul E2.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 375-T; —125-T, = 83000
2 —125-T; +250-T, — 125 - T; = 8000
3 —125-T, + 250-T; — 125-T, = 8000
4 —125-T; 4+ 250-T, — 125 - Ts = 8000
5 —125-T, + 375 - Ts = 108000

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urméatoarea
forma:

—125 250—-125 0 O T, 8000
0 —125 250-125 0 |:|T5 8000
0 0 —125 250-125| |7, l 8000 J
0 0 0 -—-125 3754 1T1; 108000

Sistemul de ecuatii algebrice descris anterior este un sistem de 5 ecuatii
cu 5 necunoscute. Un astfel de sistem poate fi solutionat prin metoda TDMA,
avand in vedere ca cele 3 diagonale ale coeficientilor au valori diferite de 0.
Prin urmare Tn urma solutionarii se obtin urmatoarele valori:

T, 382
Tz] [498]

[ 375125 O 0 0 T, [83000]

[T5] =550
T, 538
Ts l462

Ecuatia diferentiala (E2.1) poate fi rezolvata de unde rezulta solutia
exactd. Dupa prima integrare se obtine:

dr
ka+q-x=C1 (E2.14)
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dar
ka=—q-x+C1 (E2.15)
Sau dupa separarea variabilelor se obtine:
dT = —%-x - dx + - dx (E2.16)
Dupa integrare rezulta:
2 . c
T=—%-%+71-x+(}'2 (E2.17)

Constantele Ci respectiv Cz pot fi obtinute din urmdtoarele conditii la
limita:

x=0,T=Ta (E2.18a)
x=L T=Ts (E2.18b)
din prima conditie la limita rezulta:
C2=Ta (E2.19)
iar din a doua se obtine:
2 c
ng—%-;+f-L+TA (E2.20)
sau intr-o alta forma:
12 c
To—Typ=—p —+=L (E2.21)
de unda rezulta:
2 _c
(TB—TA)+%-?=?1-L (E2.22)
de unde rezulta constanta Ci:
C=7 (T —T)+% (E2.23)
Dupa introducerea constantelor Ci si Cz in solutia generala se obtine:
__a. X (koop _ aL) x
T=-2.24 (. @-1)+L) 24T, (E2.24)
sau dupa rearanjare:
2 xL
T=—0 4 (T =T+ =+ T, (E2.25)

In final rezultd relatia care reprezintd solutia finalda a ecuatiei
diferentiale (2.2.1):

| — Te=Ta|,
=L L-x)+Z4] - x+T, (E2.26)
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Sau dupa inlocuirea valorilor:

T = [500000 - (0.04 — x) + 2500] - x + 300

(E2.27)

Diferentele procentuale dintre cele doua rezultate sunt prezentate in

tabelul 2.2.3.

Tabelul E2.8. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 390 382 2,05
2 506 498 1,58
3 558 550 1,43
4 546 538 1,46
5 470 462 1,70

In Fig. E2.3 se prezinta atat solutia numerica, cat si solutia exacta.

T'[K]

800

550

500

450

400

350

300 ¥

250

3 Solutia exacta

Solutia numerica

0

0,005

0,01

0,015

0,02
X [m]

0,025

0,03 0,035 0,04

Fig. E2.3. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

E3. Exemplu de modelare numerica a ecuatiei de transfer termic conductiv

cu schimbul de caldura extern prin convectie

Transferul de caldurd prin conductie printr-o nervura si prin convectie
in mediul ambiant reprezintd un exemplu frecvent intalnit in industria utilajelor
termice, in spetd a schimbitoarelor de cildura. in cazul in care nervura este
racitd, ecuatia diferentiald de transfer termic este:
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S(kT)—a- (T=T) =0 (E3.1)

unde:

k, conductivitatea termica (W/m K)

a, coeficientul de convectie (W/m? K)
T, temperatura ( K)

Tamb, temperatura ( K)

x, distanta (m)

Ta Ta dg=0

Fig. E3.1. Reprezentarea schematica a nervurii

In Fig. E3.1 se prezintd schematic nervura cu conditiile la limita.
Temperatura la baza nervurii este 7a = 80 °C iar temperatura mediului ambiant
este Tamb = 15 °C. Varful nervurii este izolat, avand conditia la limita
adiabaticd. Lungimea nervurii este de L = 0.1 m. Coeficientul de convectie are
valoarea de a = 300 W/m? K iar conductivitatea termicd de k = 1 W/m? K.
Discretizarea se realizeaza cu un numar de » = 5 noduri iar nervura discretizata
se prezintd in Fig. E3.2. Datoritd conditiilor la limitd, nervura poate fi
considerata unidimensionala.

AX
< > 7-amb

Ta 1 2 Ya 4 5 40

3
| ) i N . N 3 ) |
i 3 ) 3 i
Sx/2 X X X X 8x/2 ?
I T — B B—

Fig. E3.2. Domeniul discretizat al nervurii
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In urma integrarii ecuatiei (E3.1) pe volumul de control, rezulta:

(ke ET2) — (I TE2) —oc- Ty - Ax+o€ Ty - Ax = 0 (E3.2)

5xe W sxy,

sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:

(— + —+0C Ax) : TP = % ' T TW+OC Tamb AX(E3 3)

6xe  Oxy é‘ Xy

1. Prin urmare pentru nodul la limita (1) rezulta:

(k TZSXTl) (k T;X/TZA) —o- Ty Ax+oc Ty - Ax =0 (E3.4)

Dupa rearanjarea ecuatiei se obtine'

k
(5x+6—/2+oc Ax) T _EITZ 3x/2 /2 Tyt Tymp ~ Ax (E3.5)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:

Tabelul E3.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b
S = = 0 k 1 21
+5 /2 4+ Ax = 6_: 503 =50 5 /2 TA+°< Tamb Ax = 002
—+300'0.02 = x ' 80 +300-15-0.02 = 8090
0.02
156

2. Pentru nodul (2), care reprezintd un nod interior, ecuatia discretizata
are urmatoarea forma:

Ty—T. T,~T
(k 36x2) - (k B ) —o¢- Ty - Ax o< Ty, - Ax = 0 (E3.6)
Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
kK |k k k
(5 + 4o Ax) - Ty = o= Ty + 5o Ty+o T, - Ax (E3.7)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E3.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b
kik ieAax= KE_ 1 _50 E_ 1 _50 Ty Ax=300-15-0.02 =
5x 6x ox 0.02 Sx 0.02 90

2L 41300-0.02 =
0.02
106

3. Nodul (3) este de asemenea un nod interior, astfel ecuatia discretizata
are urmatoarea forma:

(k22) = (K0) —oc- Ty - Ao Ty - Ax = 0 (E3.8)
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Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
(£ + 4o Ax) Ty = = Ty + = Tyt Tap - Ax (E3.9)
ox  Ox ox ox am
prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:

Tabelul E3.3. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b

S fear= L=l =50 L= —50 Ty Ax=300-15"
6x ox Sx 0.02 5x 0.02 _

21 0.02 =90

503 + 300-0.02 =

106

4. Nodul (4) este de asemenea un nod interior, astfel ecuatia discretizata
are urmatoarea forma:

Ts—T, Ty—Ts o _ A

(k — )— (k — )—oc T, - Ax+oc Ty - Ax = 0 (E3.10)
Sau dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
k |k k k

(5 + 4o Ax) - Ty = o= Ty + 5~ Thok: Top, - Ax (E3.11)

prin urmare coeficientii ap, aw, at si b au urmatoarele valori:

Tabelul E3.4. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b
£+£+0C'AX= £=L=50 £=L=50 OC'Tamb'AX=300'15'
5x 6x 5x 0.02 Sx 0.02 0.02 = 90

2L 41 300-0.02 =
0.02
106

5. Nodul (5) reprezinta, asemenea nodului (1), nod limita. Prin urmare
rezultd urmatoarea ecuatie discretizata :

Ts—Ty

: )—oc- Tg - Ax+o¢ Ty - Ax = 0 (E3.12)

0 (k
Dupa rearanjarea ecuatiei se obtine:
K K
(55 +oc Ax) - Ty = 5 - Tyboc: Ty - A (E3.13)
prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E3.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
K v Ax=-2+300-002= L= _—50 O & Tymp * Ax = 300+ 15 -
ox 0.02 ox 0.02 0.02 = 90

56
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Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) = (5), se pot defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E3.6 Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 156-T; = 50T, + 8090
2 106-T, =50-T; +50-T; + 90
3 106-T; =50-T, +50-T, + 90
4 106-T, =50-T;+50-T; + 90
5 56-T; =50-T, +90

sau dupa rearanjare:

Tabelul E3.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 156-T; — 50T, = 8090
2 —50-T; +106-T, —50-T; =90
3 —-50-T, +106-T; —50-T, =90
4 —-50-T; +106-T, —50-Ts =90
5 —-50-T, +56-Ts =90

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urméatoarea
forma:

—50 106—50 0 O T, 90
0 —50 106—50 0 [-|[T5|=1 90
0 0 —50 106-50] [T, l 90 J
0 0 0 —50 564 I7 90

Sistemul de ecuatii algebrice descris anterior este un sistem de 5 ecuatii
cu 5 necunoscute. Un astfel de sistem poate fi solutionat prin metoda TDMA,
avand in vedere ca cele 3 diagonale ale coeficientilor au valori diferite de 0.
Prin urmare, in urma solutiondrii, se obtin urmatoarele valori:

[156 =50 0 0 0 T, [80901

69. 59

] [55 32
3 =1459
T4 40.18
Ts 37.48

Solutia exactd a ecuatiei diferentiale (E3.1) are urmatoarea forma:
T —Tomp _ cosh(m(L —x))
Ta — Tymp  cosh(m-L)
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m= ’%, unde P=1m, iar 4 = 1 m>%.

de unde rezulta relatia finala:

unde:

cosh(v/300(0.1 — x))
cosh(v/300 - 0.1)

Diferentele procentuale dintre cele doud rezultate sunt prezentate in
tabelul 2.2.3.

T =15 + (80 — 15)

Tabelul E3.8. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 69.59 70.35 1.09
2 55.32 55.80 0.86
3 45.90 46.20 0.66
4 40.18 40.38 0.50
5 37.48 37.64 0.41

In Fig. E3.3 se prezinta atat solutia numericd, cat si solutia exacta.

90

Solutia exacta
Solutia numerica

T[K]

30 i i
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

x [m]

Fig. E3.3. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice



3. MODELE DE DISCRETIZARE A TERMENILOR
CONVECTIVI

3.1. GENERALITATI

Se considera urmatoarea ecuatie diferentiala unidimensionala de curgere
[1]:
“du  Ju
AL 3.1
ox  oOx
unde viteza u cu bard reprezintd componenta cunoscutd a vitezei u in

urma linearizarii. Folosind diferente centrate, atat pentru termenul de convectie
cat si pentru cel de difuzie, se obtine:

Ui UL Uy =2 Uy F Uy,
u =V
{ 260 } { & (3-2)
care poate fi aranjata astfel:
1 Pe| 1 Pe
ui,j :Eui+]’j[l—7:|+5uiLj|:l+7} (33)

unde Pe este criteriul Peclet, sau criteriul Reynolds local (pentru
celula):

u- &
1%

Pe = (3.4)

Din ecuatiile de mai sus se observa ca Pe are o influentd importanta
asupra ecuatiilor numerice. Atunci cand Pe < 2, ambii coeficienti de partea
dreapta a ecuatiei sunt pozitivi. Pe de alta parte cand Pe > 2 primul termen este
negativ ceea ce poate rezulta cu solutii nerealiste. In consecinti, trebuie impuse
restrictii in privinta valorilor lui Pe.

3.2. DISCRETIZAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE CU METODA
VOLUMULUI FINIT

Procedeul de solutionare numerica a ecuatiilor diferentiale este compus
din doua faze. In prima, se obtin ecuatii algebrice ca urmare a discretizarii
ecuatiilor 1.10a si b. In cea de-a doua faza se rezolva acest sistem de ecuatii
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algebrice. Avand 1n vedere cd ecuatiile sunt nelineare, solutionarea de reguld
se realizeazi printr-o metoda iterativi. In continuare, din motive de
simplificare, se va urmari un caz unidimensional al ecuatiei de miscare a
fluidelor vascoase pentru o variabila oarecare ¢

d

<L (pug)=-<-(r°2 (3.5)
Aceastd ecuatie are solutie de forma generala:

¢ — C] e—mx + C2 e—nx (36)
si pentru conditiile limita pe domeniul 0 <x <L:

x=0;¢=¢r

x=L;p=¢
solutia ecuatiei 3.6 este:

P-9p _er-

Pr-9»p e -1

unde P este criteriul Peclet, adicd raportul a doud moduri de transport,
prin convectie si difuzie:

(3.7)

p=PuL (3.8)
r

3.3. SCHEMA EXPONENTIALA

Considerand fluxul total compus din cel convectiv p u¢ si cel prin
difuziune -I'd@/dx [1]:

J=p-u-¢—l“% (3.9
dx
Ecuatia 3.5 devine:
d—J =0 (3.10)
dx
Volumul elementar
W P E

85Xy 8Xe
K—————K—————>

Fig. 3.1. Volumul elementar
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Integrand aceasta ecuatie in jurul volumului elementar (Fig. 3.1) se
obtine:

Je_JWZO (3.11)

Introducand profilul de variatie 3.7 pentru punctele P si E, in ecuatia 3.10,
se obtine fluxul total Je :

J.= Fu(g,+ 2220 (3.12)
e -1

In final, substituind ecuatia 3.12 si cea similara pentru Ji in ecuatia 3.12
se obtine:

Fe(¢P+%)-FW(¢W+%T'¢;)=O (3.13)
e - e " -

care poate fi aranjata intr-o forma compacta:

arPp=ac®:tawdy (3.14)

cu coeficientii:

ap=— — (3.15a)

_Fye™ (3.15b)

ar=artawt(F.-F.) (3.15¢)

Unde relatiile pentru debitul masic local F' respectiv coeficientul de
difuziune D au urmdtoarele forme:
r

F=pu,D=6x

(3.15d)

Acesti coeficienti definesc schema exponentiala, si anume profilul de
variatie a unei variabile dintre punctul P si punctele vecine E respectiv W. Avand
in vedere ca Intr-un cod de simulare existd un numar mare de volume finite, avem
nevoie de o altd schema de discretizare care, pe de o parte va pastra profilul de
variatie, iar pe de alta parte va fi mai simpla de calculat.

In continuare forma adimensionald a coeficientului az este:

aE: Pe

3.16
D, o1 (3.16)
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3 .

| a/D,=1-P/2
2+ -

e
L \jriatia exacta
0 " 1 " 1 " 1 " 1 " " 1 " L 1 N

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
P

e

Fig. 3.2. Variatia raportului a /D

Variatia coeficientului adimensional az/ D. in functie de criteriul Peclet
P. este prezentata in Fig. 3.2.
Variatia lui ae/ De poate fi exprimata astfel:

1. Pentru Pe — + o

4E 50 (3.17a)
D.

2. Pentru Pe — - oo

4e 5 p, (3.17b)
D.

3. Pentru Pe = 0 tangenta in acest punct este:
as _j_Pe (3.17¢)
D. 2

3.4. SCHEMA HIBRIDA

Aceste trei cazuri limitd reprezintd o aproximare a curbei exacte, ceea ce
reprezintd un punct de plecare pentru schema hibrida [2], si anume:

1. Pentru Pe<-2,
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A (3.18a)
D.

2. Pentru-2< Pe<2,

as _y_Pe (3.18b)
De 2

3. Pentru Pe>2

4E -y (3.18¢)
D.

Relatiile (3.18) pot fi scrise intr-o forma compacta:

e

ar= D.AMAXI(1 —7,0) + AMAXI(- F,,0) (3.19)

unde AMAXI(A,B) este comanda din limbajul de programare
FORTRAN prin care se alege valoarea mai mare dintre valorile A respectiv B.

Ecuatia cu derivate partiale (3.5) discretizata, are urmatoarea forma :

ar®p=arP:tawdy (3.20)

iar coeficientii au forma:

| Pe|

as = D AMAXI(1-225,0)+ AMAXI(- F..0) (3.21a)
= D AMAXI(1 - 1;“' L o)+ aMaxi(F, 0 (3.21b)
ar=artawt(F.-F,) (3.21¢)

El. Exemplu de modelare numerica a convectiei termice cu metoda hibrida

Pentru a compara diferite scheme de discretizare cu metoda volumului
finit se vor folosi aceleasi conditii la limita, si anume: lungimea barei este de
L =1 m, conductivitatea termici este de k= 0.1 W/m K, p=1 kg/m3, ¢, = 1
J/kg K iar numarul de noduri total este n =5 cu distante egale intre ele. Viteza
de curgere este de u = 3 m/s, iar temperatura in capatul din stdnga al conductei
este 7a =373 K iar la cel din dreapta 758 = 303 K.
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W U_W_> P — > Ue E
w 7 e
OXw X,

Fig. E1.1. Prezentarea schematica a volumului elementar

Trebuie mentionat cd schema hibrida se transpune in metoda
diferentelor centrate in cazul in care |Pe| <2, iar 1n cazul in care |Pe| > 2 schema
hibrida transforma membrii convectivi in schema upwind iar termenii difuzivii
sunt egali cu 0.

In acest caz criteriu Peclet are valoarea de Pe = pu-0x / (klcp) =
1-3-:0.2/0.1 = 6. Prin urmare schema hibridd reduce termenii convectivi la
metoda upwind iar termenii difuzivii sunt egali cu 0.

1. Prin urmare pentru nodul 1, si tinand cont de schema din Fig. E.1.1.,
ecuatia discretizatd are urmatoarea forma:

F,*Ty—F4-Ty=0-D,, - (T; —Ty) (E1.1)
Dupa rearanjarea ecuatiei discretizate se obtine:
(Fe + DW) - T1 = TA + (DW + FA) - TA (El.Z)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
Kk 2:01 2:0.1 ] _
E=3+20=4 (—0.2 + 3) 373 = 1492

2. Nodul 2 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

F,-T,—F,-T; =0 (E1.3)
dupa rearanjare se obtine:
Fe.TZZFW.Tl (E1.4)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:
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Tabelul E1.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b

EFEE=p-u=3 E,=p-u=3 0 0

3. Nodul 3 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

F,-T3—F,-T,=0 (E1.5)
dupa rearanjare se obtine:
F,-T;=F,-T, (E1.6)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.3. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b

FE=p-u=3 FE,=p-u=3 0 0

4. Nodul 4 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

Fe'T4_FW'T3:O (E1.7)
dupa rearanjare se obtine:
Fe'T4 =FW'T3 (E1.8)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.4 Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

dp aw de b

FF=p-u=3 E,=p-u=3 0 0

5. Nodul 5 este adiacent nodului care reprezinta conditie la limita, ecuatia
discretizata are urmatoarea forma:

F,-Ts—F, - T,=D, - (Tg —Ts)—0 (E1.9)
Dupa rearanjarea ecuatiei discretizate se obtine:
(F,+D,) Ts=F, Ty+D, Ty (E1.10)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:
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Tabelul E1.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
F,+D,=p-u+ F,=p-u=3 0 D, Ty =
LA 201,303 =303
> 0.2
2l13=4
0.2

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) — (5), se poate defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E1.6. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 4-T, = 1492
2 3:-T,=3"T
3 3:-T;=3"T,
4 3:-T,=3"T;
5 4-Ts=3-T,+ 303

sau dupa rearanjare:

Tabelul E1.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 4-T, = 1492
2 -3-T,+3-T,=0
3 —3:T,4+3:T;=0
4 —-3-T,4+3:T,=0
5 —3-T,+4-T; =303

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urmatoarea

forma:
400 00q[NM 1492
-33000 [Tz} 0
0-3300/[||Tsl=] O
0 0-330]||T, 0
0 0 0-34!IT; 303.0

Diferentele procentuale dintre rezultatele numerice obtinute cu metoda
aval si cele analitice, sunt prezentate in tabelul E1.8. De asemenea cele doud
rezultate sunt prezentate si grafic in Fig. E.1.2.

Tabelul E1.8. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 373 373 0
2 373 373 0
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3 373 373 0
4 373 372.99 -0.0023
5 355 369.51 3.9281
380
370 |
B baaossssimiinasansse ..................... .............................................................
350
g 340 1 ;
- [T, _____________________________________________________________ il
¢ .| 0 ..................... ............................................................
320
Solutia numerica
310 Solutia exacta ‘
\ i
0 0,2 0.4 0.6

x [m]

Fig. E1.2. Variatia temperaturii cu distanta. Solutia numerica si analitica.

3.5. SCHEMA POWER-LAW

Din Fig. 3.2 se observa ca abaterea schemei hibrida de la curba exacta in
punctul P. = 12 este destul de mare, iar pe de alta parte este prematura anularea
influentei difuziei in pentru | P.|>2. De aceea, s-a propus o noua schema care
are o astfel de variatie [1]:

1. Pentru Pe <-10,

a_ _p (3.22a)
D.

2. Pentru-10< Pe <0,

4 —(1+0.1p,) - P, (3.22b)

e

3. Pentru 0 < Pe< 10,
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4E —(1-0.1p,) (3.22¢)
D

e

4. Pentru Pe > 10,

4e = (3.22d)
D.

Forma compacta a relatiilor 3.22 este:

3.23
ar= D AMAXI((1-0.1| p,| )’,0)+ AMAXI(- F,,0) (-23)

E2. Exemple de modelare numerica a convectiei termice cu metoda power-
law

Exemplul 1: Pentru a compara diferite scheme de discretizare cu
metoda volumului finit se vor folosi aceleasi conditii la limitd, si anume:
lungimea barei este de L = 1 m, conductivitatea termica este de £ = 0.1 W/m
K, p=1kg/m?, ¢, = 1 J/kg K iar numarul de noduri total este n = 5 cu distante
egale intre ele. Viteza de curgere este de u = 0.1 m/s, iar temperatura in capatul
din stanga al conductei este 7a = 373 K iar la cel din dreapta 78 = 303 K.

Fata de schema hibridd unde termenii difuzivi sunt redusi la 0 pentru
valoarea criteriului Peclet |Pe| > 2, in cazul schemei power — law aceastd limita
este |Pe| > 10. Relatiile dupd care se calculeaza coeficientii matricei sunt:

|Fuwl\®
a, = D, - AMAX [o, (1-01- E) ] + AMAX[0,F,] (ELI)
_ IFel)®
a, = D, - AMAX [0, (1-01-%) ] + AMAX[0,—F,] (E1.2)

e
ap:aw+aE+(Fe_Fw) (E1.3)
Prin urmare, conform conditiilor la limitd si tindnd cont de relatii,

coeficientii ecuatiilor algebrice au urmatoarele valori:

Tabelul E1.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

Nodul aw ae ap b
1 0 0.452 1.503 392.0193
2 0.552 0.542 1.004 0
3 0.552 0.542 1.004 0
4 0.552 0.542 1.004 0
5 0.552 0 1.503 288.15




Modele de discretizare 55

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) = (5), se pot defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E1.2. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1.503-T; = 0.452-T, +392.0193
2 1.004-T, = 0.552-T; + 0452 - T,
3 1.004-T; = 0.552-T, + 0.452-T,
4 1.004-T, =0.552-T; + 0.452 - T,
5 1.503-T; = 0.552-T, + 288.15

sau dupa rearanjare:

Tabelul E1.3. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1.503-T; —0.452-T, = 392.0193
2 —0.552-T; +1.004-T, —0452-T; =0
3 —0.552-T,+1.004-T; —0452-T, =0
4 —0.552-T;+1.004-T,—0.452-T; =0
5 —0.552-T, + 1.503 - T; = 288.15

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urméatoarea
forma:

[1.503 —0.452 0 Ty 392.02
—0.552 1.004 —0.452 0 T, [ 0 ]
0 —0.552 1.004 —0.452 J [Tg =| 0
0 U0 Ee 100t —0452 T, [ 0 J
0 0 0 —0.552 1.503 1 LT, 288.15

Diferentele procentuale dintre rezultatele numerice obtinute cu metoda
aval si cele analitice, sunt prezentate in tabelul E1.4. De asemenea cele doud
rezultate sunt prezentate si grafic in Fig. E1.1.

Tabelul E1.4. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 368.713 368,715 0,000542
2 358.743 358,745 0,000557
3 346.568 346,568 0
4 331.699 331,695 -0,00121
5 313.539 313,528 -0,00351




56 Metode Numerice in Ingineria Mecanica

370 o s S  SEEE ) ; .
: : Solutia numerica

— Solutia exacta

360

350

340

T[K]
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320

310

| :
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x [m]

Fig. E1.1. Variatia temperaturii cu distanta. Solutia numerica si analitica.

Exemplul 2: Avand in vedere ca diferentele mai mari dintre rezultatele
numerice si cele analitice au fost observate la viteze de curgere si valori ale
criteriului Peclet mai mari, s-a efectuat incad o modelare numerica folosind
aceeasi schema power-law, de data asta avand viteza de u = 3 m/s. In acest caz
criteriul Peclet are valoarea de Pe=p - u - ox / (k/cp)=1-3-0.2/0.1 =6.

Prin urmare conform conditiilor la limita si tindnd cont de relatiile
existente, coeficientii ecuatiilor algebrice au urmatoarele valori:

Tabelul E2.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

Nodul aw ae ap b
1 0 0.0051 3.1732 1181.69
2 3.0051 0.0051 3.0102 0
3 3.0051 0.0051 3.0102 0
4 3.0051 0.0051 3.0102 0
5 3.0051 0 3.1732 50.9252

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) — (5), se pot defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E2.2. Ecuatiile algebrice
Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 3.1732-T, = 0.0051-T, + 1181.6902
2 3.0102 T, = 3.0051-T; + 0.0051 - Ty
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3 3.0102 - T; = 3.0051 - T, + 0.0051 - T,
4 3.0102 - T, = 3.0051 - T; + 0.0051 - T;
5 3.1732 - T; = 3.0051 - T, + 50.9252

sau dupa rearanjare:

Tabelul E2.3. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 3.1732-T; — 0.0051- T, = 1181.6902
2 —3.0051-T; +3.0102-T, — 0.0051-T; =0
3 —3.0051-T, + 3.0102-T; — 0.0051-T, =0
4 —3.0051-T; 4+ 3.0102-T, — 0.0051-Ts =0
5 —3.0051-T, +3.1732 - Ts = 50.9252

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urméatoarea
forma:

[3.173 —0.005 0 0 0 ]Tl [1181.6907

|—3.005 3.01 —0.005 0 0 T, 0

0 -—3.005 3.01 —0.005 0 [ |T5|= 0

l 0 0 -3005 301 —o.oosJ T, 0
0 0 0 —3.0053.173 1 LT} 50.925

Diferentele procentuale dintre rezultatele numerice obtinute cu metoda
aval si cele analitice, sunt prezentate in tabelul E2.4. De asemenea cele doud
rezultate sunt prezentate si grafic in Fig. E2.1.

Tabelul E2.4. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 373 373 0
2 373 373 0
3 373 373 0
4 372.99 372.99 0
5 369.28 369.51 -0.0623




58 Metode Numerice in Ingineria Mecanica

380

370
360 [ousnsmmnniosd I | ERRER SR M ———

350

r'K]

< 71 S R SR  SNIPRIVIIN SSSINST WOSIo— "
o I IO  HO—— SRR FSTSTNERRDNIN F——

320

Solut@a numerica
310 — Solutia exacta

| i
0 0.2 0.4 0,6
x [m]

Fig. E2.1. Variatia temperaturii cu distanta. Solutia numerica si analitica.

Comparand rezultatele obtinute pentru temperaturd in urma
fenomenelor convectie — difuzie, cu cele obtinute pentru acelasi criteriu Peclet
cu schema hibrida, se constata ca diferentele dintre cele numerice si analitice
sunt nesemnificative.

3.6. SCHEMA CU DIFERENTE CENTRATE

Dupa integrare pe volumul de control se obtine urmatoarea relatie
algebrica discretizata [1]:

(&)
Tp+Tw_ Cp e

Tp + Tg
(p-we Y (p-wWw 2 5%,
(k/cp),,
(Tg — Tp) — ﬁ' (Tp — Tw) (3.24)
Folosind urmatoarele notatii se obtine:
F=(p-u) (3.25a)
_ ke
D =-— (3.25b)

si dupd rearanjare se obtine:
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Fp Fu
?'(TP+TE)_7'(TP+TW) =D, (Tg —Tp) — Dy, - (Tp — Ty,)
(3.26)

Sau dupa rearanjare:

(3.27)
Luand in considerare urmatoarele relatii:
ap =D, +=+ D, — 2 (3.28)
ag =D, —= (3.29)
ay = Dy, +-2 (3.30)
ap =ag +ay + (F, — F,) (3.31)

El. Exemplu de modelare numerica a convectiei termice cu metoda
diferentelor centrate

Ecuatia diferentiald de gradul 2 care descrie fenomenul de curgere si
transfer termic unidimensional este reprezentata astfel:

d d ar
ZpcpuT)==(k-3) (EL.1)
w M, p 5% E
w N e
OXw X,

Fig. E1.1. Prezentarea schematica a volumului elementar

Pentru aplicatia de fata, lungimea barei este de L = 1 m, conductivitatea
termica este de k=0.1 W/mK, p= 1 kg/m®, ¢, = 1 J/kg K iar numirul de noduri
total este n = 5 cu distante egale intre ele. Viteza de curgere este de u = 0.1
m/s, temperatura in capatul din stdnga al conductei este 7a = 373 K 1iar la cel
din dreapta 78 = 303 K.

Dupa integrare pe volumul de control se obtine urmatoarea relatie
algebrica discretizata:
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) _Tp+Tg — (), Tp+Tw _ (k / p)e Ty —Tp) _( /ip)

(p-u)e —; p .
(Tp — Tw) (E1.2)
Folosind urmatoarele notatii se obtine:
F=(p-u) (E1.3)
_ ke
== (E1.4)

si dupa rearanjare se obtine:

% (Tp +Tg) =22+ (Tp + Ty) = De * (Tg = Tp) = Dy - (Tp — Tyy)
(E1.5)

Sau dupa rearanj are:

(e +Z+ Dy —2)-Tp = (D, =) - Ty + (D, +2) - T,y

(E1.6)
Luénd in considerare urmatoarele relatii:
ap = Do +2+D,, — 2 (E1.7)
ag =D, —= (EL.8)
ay =Dy +2 (E1.9)
ap =ag +ay + (F, — F,) (E1.10)

1. Pentru nodul 1, adiacent nodului A de granitd, se scrie ecuatia
discretizata in urmatoarea forma:

F,

~ (T +T)=Fy Ty =D, (T, =T1) = D, - (Ty = T,) (EL.11)
Dupa rearanjarea ecuatiei si tindnd cont de ecuatia (E1.9):

(De +2 4 DW) Ty, = (D ——) T, + (D, +F) Ty (EL12)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:
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Tabelul E1.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b

F, 0 F, D, +Fy) T,=
De +5 4Dy Do = (&ﬁoi;.;ﬁ—
_k+ -u+k k U 0.2 41' -
o & 0(13x 012 } "

2 =

_ = 0.45
3-0.1

—+0.05 =1.55
0.2

2. Nodul 2 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizata are
urmatoarea forma:
F, R
;e'(Tz +T3)—7W'(T1+T2) =D, (T3 —T,) =Dy - (T, — T1)
(E1.13)
dupa rearanjare se obtine:
FE FW FE FW
(Dot 3400 =3) o= (De=3) T+ (Du+3) Ta
(E1.14)
prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:
Tabelul E1.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate
ap aw Qe b
F, F, Fw _ &k F,
De+—=+D,—=2 Dwty=5+ D,—Z%= 0
2 2 pu_01,01_ 2
=£+ﬂ+£ 2 02 2 i_;u=
5x 2 6x 0.55 Sx 2
pru_ 2k 22 22 = 045
2 - 6X 0.2 2
_2-01 1
02
3. Nodul 3 reprezintda un nod interior, astfel ecuatia discretizata are

urmatoarea forma:

Fe Fy
;'(T3+T4)_7'(T2+T3) :De'(T4_T3)_Dw'(T3_T2)
(E1.15)

dupa rearanjare se obtine:
Fg Fy — Fe Fw
(D + 54Dy =) Ty = (D = %) - Ty + (D + ) - T
(E1.16)
prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmatoarele valori:
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Tabelul E1.3. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
F, E Fw _ k. F, 0
D, +—=+D,—— Dwty =5+ D, — ==
2 2 pu 01 01 2
_k+p-u+k S L7 < k U
T 6x 2 bx 0.55 Sx 2
pru_2-k 2220 =045
2 b6x 02 2
_2-0.1_1
02

4. Nodul 4 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

F, Fy
5 T+ Ts) =2 (T3 +Ty) =D - (Ts = T,) = Dy, - (T, = T3)
(E1.17)
dupa rearanjare se obtine:
Fe Fw - Fey . Fw).
(De+Z+D, —2) -7, = (D - %) T5 + (D, +22) - T,
(E1.18)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.4. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b

E, E Fw _ k F,

De+=2+D,-—= Dutr=5+ D, —== 0
2 2 pu 0.1 0.1 2

_k+p-u+k 2 Tzt 7 T k U

T 6x 0 2 6x 0.55 §x 2

pru_2-k 22 22 = 045
2 bx 0z 2

_2-0.1_1

02

5. Nodul 5 reprezinta un nod din apropierea nodului de granitd B, astfel
ecuatia discretizata are urmatoarea forma:

Fy
Fg-Tp -5 (T4 +Ts) =D, " (Tg — Ts) — D, - (Ts — T,) (E1.19)
dupa rearanjare se obtine:
Fyw Fw
(De + Dy —22) Ty = (Do — Fg) - Ty + (D + ) - T, (E1.20)

prin urmare coeficientii ap, aw, ag s1 b au urmdtoarele valori:
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Tabelul E1.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ar aw ae b

FW k — . —_—

De+DW—F7W Dy, + == — 0 (D, — Fg) Ty =

pru. 0.1 01_ L_ . B

:£+£_P'” 2 o022 (% 0.1) 303 =

Sx ' sx 2 0.55 27

~3:01 0.1
T 0.2 2

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) — (5), se poate defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E1.6. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1.55-T, =045-T, +410.3
2 T, =055"T; + 045 T,
3 T;=055-T,+045 T,
4 T, =055-T;+ 045 Tg
5 1.45-T; = 0.55-T,+272.7

sau dupa rearanjare:

Tabelul E1.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1557, —045-T, =1.1
2 —055-Ty+T,—045-T; =0
3 —055-T,+T;—045-T,=0
4 —055-T3+T,—045-T; =0
5 —0.55-T,+145-T; = 272.7

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urmatoarea
forma:

155-045 0 0 0 7[f1] 4103
I

—055 1 —045 0 0 | T2 0
0 —055 1 —045 0 [ {T3]l=| O
0 0 —055 1 —045||T, 0

o o0 0 -055 1451 (1] [2727

Sistemul de ecuatii algebrice descris anterior este un sistem de 5 ecuatii
cu 5 necunoscute. Un astfel de sistem poate fi solutionat prin metoda TDMA,
avand in vedere ca cele 3 diagonale ale coeficientilor au valori diferite de 0.
Prin urmare 1n urma solutionarii se obtin urmatoarele valori:
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T, [368.948]

T, |359.042
T3|=1346.935
T, 332.138J
I7.]  1314.052

Solutia exactd a fenomenului cuplat convectie — difuzie rezultd din
ecuatia (3.7):

P-x

T-Ty, _ el -1

T o1 (E1.21)
Unde P reprezinta criteriu Peclet:

__pul

P = s (E1.22)
Pentru valorile initiale rezultad solutia exacta:

T, = 710.814—70-e* (E1.23)

1.718

Diferentele procentuale dintre cele doua rezultate sunt prezentate in
tabelul E1.8.

Tabelul E1.8 Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 368,948 368,714805 0,06
2 359,042 358,744985 0,08
3 346,935 346,567818 0,11
4 332,138 331,694593 0,13
5 314,052 313,528395 0,17

T

370 Solutia numerica

Solutia exacta

360 —

350 oo

340

T'[K]

330

320

310

0 0.2 0,4 06 08 1
x [m]

Fig. E1.3. Variatia temperaturii cu distanta. Solutia numerica si analitica.
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3.7. DISCRETIZAREA CU SCHEMA UPWIND

Dezavantajul schemei cu diferente centrate consta in faptul ca nu se
tine cont de directia de curgere. Remedierea acestei probleme s-a rezolvat cu
schema upwind la care termenii difuzivi au rdmas neschimbati iar termenii
convectivi sunt influentati de valoarea variabilei ¢ din amonte a punctului de
referinta P.

Prin urmare in cazul in care viteza este pozitiva fatd de axa domeniului
de calcul rezulta [1]:

ue>0,Fe>0: ¢ = ¢p, dv = Pw (3.32)
de unde rezulta ecuatia discretizata:
Fo-Tp—E, T, =D, (Tg —Tp) — Dy, - (Tp — Ty) (3.33)

sau dupa rearanjare:

(D, +F,+Dy) Tp =D, Tz + (D,, + E,) - Ty, (3.34)
Luénd in considerare urmatoarele relatii:

ap =D, +F,+D, (3.35)

agp =D, (3.36)

ay =D, + F, (3.37)

ap = ag + ay + (F, — F,) (3.38)
In schimb daca viteza este negativa fatd de axa domeniului rezulta:

ue <0, Fe<0: ¢ = 5, ¢w = ¢p (3.39)

de unde rezulta ecuatia discretizata:
Fo-Tg —Fy*Tp = De - (Tg — Tp) — Dy (Tp — Tyy) (3.40)

sau dupa rearanjare:

(D, —F,+D,) Tp =D, —F,) Tg + D, - Ty (3.41)
Luénd in considerare urmatoarele relatii:

ap =D, —F, +D, (3.42)

ag =D, —F, (3.43)

ay = D, (3.44)

ap =ag +ay + (F,— E,) (3.45)

Schema de discretizare upwind poate fi scrisda intr-o forma mai
compacta pentru facilita scrierea programului de calcul:
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ap = D, + AMAX1(E,,0) + D,, + AMAX1(—F,,0) (3.46)

ag = D, + AMAX1(~E,, 0) (3.47)
ay = D,, + AMAX1(F,, 0) (3.48)
dp = Aag + Ay + (Fe - FW) (349)

El. Exemplu de modelare numerica a convectiei termice cu metoda upwind

Pentru a compara diferite scheme de discretizare cu metoda volumului
finit se vor folosi aceleasi conditii la limita, si anume: lungimea barei este de
L = 1 m, conductivitatea termica este de k= 0.1 W/mK, p= 1 kg/m?, ¢, = 1
J/kg K iar numarul de noduri total este n = 5 cu distante egale intre ele. Viteza
de curgere este de u = 0.1 m/s, iar temperatura in capatul din stanga al
conductei este 7a = 373 K iar la cel din dreapta 78 = 303 K.

AX
W Yw| P BN R
w TS e
6XW 8X e

Fig. E1.1. Prezentarea schematicd a volumului elementar

Dupa integrare pe volumul de control prezentat in Fig. E.1.1a i tinand
cont de relatiile 3.1.3 si 3.1.4, se obtine urmadtoarea relatie algebrica
discretizata:

Fo-Tp —Fy Ty = De - (Tg — Tp) — Dy, (Tp — Tyy) (ELID)

sau dupa rearanjare:

(D, +F,+Dy,) Tp =D, Tz + (D,, + E,) - Ty, (E1.2)
Luénd in considerare urmdtoarele relatii:

ap=D,+F,+D, (E1.3)

ag =D, (E1.4)

ay =D, + F, (EL.5)

ap =ag +ay + (F,—E,) (E1.6)

1. Pentru nodul 1, adiacent nodului A de granitd, se scrie ecuatia
discretizata in urmatoarea forma:
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Fe-Ty=Fy Ty =D (T, =T1) = Dy, - (T1 = Ty) (ELT7)
dupa rearanjarea ecuatiei si tindnd cont de ecuatia (E1.7):
(D, +F,+D,) Ty =D, Ty + (Dy, + E;) " Ty (E1.8)

prin urmare coeficientii ar, aw, at si b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.1. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
D, +F, +D, 0 =X 0l .. Dy +Fa) Ty =
k e=<-=755,=0U 2:0.1 _
L ut— 6x 0.2 (32 +01)-373=
ox ox 410.3
& :
li01=16
0.2

2. Nodul 2 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

Fo-T,—Fy Ty =D (T3 —T3) =Dy, - (T, — T1) (E1.9)
dupa rearanjare se obtine:
(D, +F,+D,) - T,=D,-T;+ (D, +F,) Ty (E1.10)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.2. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
D,+F,+D, D, +E, = De=5£=E= 0
k k 0.1 _ X 0.2
—4+01=06
ox p-u 5 0.2
20 to1=11
0.2 T

3. Nodul 3 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

Fo-T3—Fy-T; =D~ (Ty —T3) — Dy, - (Ts — T3) (EL.11)
dupa rearanjare se obtine:
(D, +F,+Dy) T3=D,-T,+ (D, +F,) T, (E1.12)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:
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Tabelul E1.3. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
De]-l-Fe+Dw ) 01DW+FW= Dezé—%: 0
kK =+01=06 05

6x+p u+6x 0.2
201 o1=11
0.2 T

4. Nodul 4 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

Fe-Ty—Fy T3 =De - (Ts =Ty) = Dy, (Ty = T3) (E1.13)
dupa rearanjare se obtine:
(D,+F,+D,) T,=D, T3+ (D, + F,) - Ts (E1.14)

prin urmare coeficientii ar, aw, at si b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.4. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw Qe b
D,+F,+D, D, +E, = De=5£=%= 0
k 0.1 _ x 02

—401=06
L 0.5
ox pru ox 02
201 o1=11
0.2 o

5. Nodul 5 reprezintd un nod interior, astfel ecuatia discretizatd are
urmatoarea forma:

Fo-Ts—Fy-Ty=De(Tg —Ts) =Dy - (Ts — To) (E1.15)
dupa rearanjare se obtine:
(D, +F,+Dy) Ts=D, Tg+ (D, +F,) T, (E1.16)

prin urmare coeficientii ap, aw, ae $i b au urmatoarele valori:

Tabelul E1.5. Valorile coeficientilor ale ecuatiei discretizate

ap aw ae b
= k

D, +F,+D, . Dyt 0 D, T, = £ 303
= +pu+— E+0'1=0'6 6_x
5x/2 Sx ' 2
= =303

301 o1=16

0.2 T

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) = (5), se pot defini ecuatiile algebrice:
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Tabelul E1.6. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1.6-T, =05-T, +410.3
2 1.1-T,=06-T, + 05 T;
3 1.1-T;,=06-T,+05-T,
4 11T, =06-T; +05-T;
5 1.6-T; =0.6-T, + 303

sau dupa rearanjare:

Tabelul E1.7. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 1.6-T, —05-T, =410.3
2 —-06-T,+11-T,—05-T; =0
3 —06-T,+11-T;3—-05-T,=0
4 —06-T;3+11-T,—05-T: =0
5 —06-T,+1.6-T; =303

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urmatoarea
forma:

—0.6 1.1-05 0 0 | [T 0
0 —06 1.1-05 0 ||Ts 0
0 0 —06 1.1-0.5 lT4J 0
0 0 0 -06 16411l L3030

Sistemul de ecuatii algebrice descris anterior este un sistem de 5 ecuatii
cu 5 necunoscute. Un astfel de sistem poate fi solutionat prin metoda TDMA,
avand in vedere ca cele 3 diagonale ale coeficientilor au valori diferite de 0.
Prin urmare 1n urma solutionarii se obtin urmdtoarele valori:

T, [368.361]

[1.6 -050 0 0 ][Tﬂ 410.3

T, 358.156
T3 345.910
T, [331.215]
T.] 1313.581

Diferentele procentuale dintre rezultatele numerice obtinute cu metoda
aval si cele analitice, sunt prezentate in tabelul 3.2.8. De asemenea cele doua
rezultate sunt prezentate si grafic in Fig. E.1.2.

Tabelul E1.8. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 368,361 368,715 0,10
2 358,156 358,745 0,16
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3 345,910 346,568 0,19
4 331,215 331,695 0,14
5 313,581 313,528 -0,02
ol i SRS | WETINEURRINESI | SECEIO— S b naneric
Solutia exacta
360 -

T'[K]

330

320

310

0 0,2 04 06 08 1
x [m]

Fig. E1.2. Variatia temperaturii cu distanta. Solutia numerica si analitica.

3.8. DISCRETIZAREA CU SCHEMA PATRATICA DE GRADUL DOI
Quick

Schemele de discretizare abordate in capitolele anterioare sunt metode
de gradul I, tindnd cont de faptul ca sunt luate in considerare doar primele
noduri vecine ale punctului de referinta. Totodatd prin neglijarea termenilor
mai mari din seria Taylor se genereazi erori de trunchiere. In cazul unor grile
de noduri mai rare sau a unor fenomene la care difuzia este predominanta, se
genereaza erori cunoscute sub denumirea de difuzie falsa sau difuzie numericd.
Astfel de inconveniente numerice pot fi contracarate prin folosirea unor
scheme de discretizare superioare. Metoda cu diferente centrate este o metoda
de gradul 2, doar ca este instabild datoritd faptului cd nu tine cont de directia
de curgere. Prin urmare au fost dezvoltate metode de discretizare care mentin
proprietatea schemei amonte si au Tmbunatatit precizia prin includerea mai
multor puncte In schema de discretizare.

Un exemplu pentru o astfel de metoda il reprezintd schema de
discretizare Quick [2] folositd pe larg in programele comerciale de simulare
numerica (Fluent, Phoenics). Schema de discretizare Quick foloseste trei
puncte din amonte pentru evaluarea variabilei ¢ pe suprafata elementului
(volumului) din amonte (Fig. 3.3). In cazul in care directia de curgere este de
la stanga la dreapta (uw > 0 respectiv ue > 0) pentru evaluarea variabilei pe
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suprafata w se folosesc nodurile P, W si FW. In schimb cand curgerea are loc
de la dreapta la stdnga (uw < 0 respectiv ue < 0), sunt luate in considerare
nodurile P, E si FE.

dww dre

FW FE
® ® ® ®

Fig. 3.3. Schema patratica de discretizare Quick

Schema Quick pentru nodurile (i+1), (i) si (i-1), folosind functia de
interpolare de gradul 2, rezultd urmatoarea ecuatie pentru evaluarea variabilei
de pe suprafata volumului de control:

1 1
br =5 Brer + D) — 2 (biss — 26 + Bio1) (3.50)
Dupa rearanjare se obtine:
6 3 1
bx = 5Pi + 5 Piv1 — 5Pia (3.51)

Pentru suprafata (w) ecuatia de mai sus poate fi scrisa sub urmatoarea
forma:

6 3 1
bw =5Pw +5bp — 5 Prw (3.52)
Similar pentru suprafata opusa (e) rezultd urmatoarea ecuatie:
6 3 1
Pe =Sbp +2p — P (3.53)

In cazul in care uw > 0 respectiv ue > 0, si tinand cont de ecuatiile
(3.52) s1(3.53) rezulta ecuatia discretizata. De asemenea trebuie mentionat ca
discretizarea termenilor difuzivi se realizeaza cu diferente centrate:

o (6, .3, 1 U P S
e (§¢P+§¢E_§¢W)_ W (§¢W+§¢P_§¢FW)_
De'(¢E—¢P)—Dw'(¢P—¢W) (3.54)

care poate fi aranjata intr-o forma mai compacta:



72 Metode Numerice in Ingineria Mecanica

3 6 6 1
(D —5Fw+Detg F)¢P (D+F+ F)¢W

8
(De —2F.)- ¢s — 2 Futb (3.55)
e g € E g WYFW .
de unde rezulta coeficientii:
ay =Dy +3F, +3F, (3.56)
ag =D, —F, (3.57)
1
ap :aw+aE+aFw+(Fe_Fw) (3.59)

Ecuatia compacta intr-o forma standard poate fi scrisa astfel:

ap - ¢p = ay " ¢y + ag - Gg + apy - Grw (3.60)

In schimb daca uw < 0 respectiv ue <0, si tinand cont de ecuatiile (3.52)
si (3.53) rezulta ecuatia discretizatd avand in vedere ca termenii difuzivi sunt
discretizati cu metoda diferentelor centrate. Asa cum s-a mentionat mai sus se
iau in considerare nodurile P, E si FE:

Pentru suprafata (w) ecuatia de mai sus poate fi scrisa sub urmatoarea
forma:

6 3 1
Pu = bp + 2P — s (3.61)
Similar pentru suprafata opusa (e) rezultd urmatoarea ecuatie:
6 3 1
be =5 b5t 5Pp — 5 PrE (3.62)

Tinand cont de ecuatiile (3.61) respectiv (3.62), rezultd urmatoarea
ecuatie algebrica:

6 3 1 6 3 1 \_
F, - <§¢E +§¢P _§¢FE> — k- <§¢P +§¢W _§¢E) =
D¢ - (pg — dp) — Dy, - (Ppp — dw) (3.63)

Care dupa rearanjare rezultd sub urmatoarea forma compacta:

(DW ZFW+D + = F) ¢p = (D +3F> ow +
(De —F. =3F,)- b5+ Fopis (3.64)

Unde coeficientii matricei discretizate au urmatoarea forma:
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ay =Dy, +=F, (3.65)
6 1
ag =D, —SF, —iF, (3.66)
1
aFE == gFe (3.67)
ap = aW + aE + aFE + (Fe - FW) (368)

Dupa inlocuire in ecuatia (3.63) se obtine:

ap " ¢dp = ay Py + ag - Pp + apy - Gpg (3.69)

In cazul schemei de discretizare Quick, sunt luate 3 noduri in loc de
doua ca si la schemele de gradul intai. Prin urmare, in cazul directiei de curgere
de la stanga la dreapta uw > 0 respectiv ue > 0, nodurile afectate de conditiile
la limitd sunt 1,2 si n. Prin urmare cele trei noduri vor fi tratate prin forma
generald prezentatd cu ecuatiile (3.63) — (3.69). In cazul nodului 1, pentru a
evalua suprafata (e) avem nevoie de asemenea de trei noduri. Avand in vedere
ca nu avem decét doua (P si E) al treilea se va obtine prin crearea unui nod
suplimentar in extinderea nodului limita A (Fig. 3.8). Prin urmare, considerand
o medie aritmetica a celor trei puncte, se obtine urmatoarea relatie pentru nodul
creat:

pq = 2a0r (3.70)

Sau exprimand nodul ¢a’ :

ba=2-ba—¢p (3.71)

Prin urmare relatia de interpolare de gradul doi pentru nodul £ are
urmatoarea forma:

6 3 1
be =5 bp + ;05— 5P (3.72)
Sau luand in considerare relatia (3.71) rezulta:
6 3 1 7 3 2
be = 5Pp + 5P —5 CPa—dp) =5Pp + 505 —5Pa (3.73)

Mai departe, fluxul de caldurd prin conductie prin suprafata (w) a
nodului 1 poate fi exprimat astfel [5]:

a¢ Dy
(652) =2 (9p — 84— ¢r) (3.74)
In final ecuatia discretizata pentru nodul 1 are urmatoarea forma:

Fo(Cop 4205 —204) = Fytba = De($s — $p) — 22 (95 —
84 — i) (3.75)
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Sau in forma compacta:

Dy,

(De +2F. +3D,,) ¢p = (Dp + 22 —2F;) - +

3
8Dy,

CE+E, +2)- ¢, (3.76)

Pentru nodul 2 ecuatia discretizata are urmatoarea forma tinand cont de
continuitatea fenomenului de convectie-difuziune:

F, (gd’P +§¢E _%(f’w) —Fy (g‘l’w +§¢P _§¢A) = D (¢ —
¢p) — Dy (dp — Pw) (3.77)

Dupa rearanjare se obtine:
6 3 7 1
(De +2F. =2F, +D,) ¢p = (Dw +2Fy +3F5) - dw +
3 2
(De —2F.) ¢5 —2F, 0. (3.78)

In final pentru nodul # ecuatia discretizata arata astfel:

6 3 1 D,
Fabs — Fu (5 0w + 5 00 = 50mw ) = 55 (805 — 95 + bu)

—Dy, (¢p — dw) (3.79)

Dupa rearanjare rezulta:
3 6 1
(3D. =2F, +Dy,) - ¢p = (Dw +SFy +3D5) - bw +

(e =2F.)- ¢5 = 3 Fytbsw + (5D — F.) ¢ (3.80)

El. Exemplu de modelare numerica a convectiei termice cu metoda Quick

Pentru a compara diferite scheme de discretizare cu metoda volumului
finit se vor folosi aceleasi conditii la limitd, si anume: lungimea barei este de
L = 1 m, conductivitatea termici este de k = 0.1 W/m K, p=1 kg/m3, ¢, = 1
J/kg K iar numadrul de noduri total este n = 5 cu distante egale intre ele. Viteza
de curgere este de u = 0.1 m/s, iar temperatura in capatul din stdnga al
conductei este 7a = 373 K iar la cel din dreapta 75 = 303 K.

Prin urmare conform conditiilor la limita si tindnd cont de relatiile
coeficientii ecuatiilor algebrice au urmatoarele valori:

Tabelul E1.1. Matricea TDMA cu 4 diagonale
Nodul arw aw Je ap b
1 0 0 0.6292 2.0875 543.96
2 0 0.6 0.4625 1.0375 -9.325
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3 -0.0125 0.5875 0.4625 1.0375 0
4 -0.0125 0.5875 0.4625 1.0375 0
5 -0.0125 0.7417 0 1.9625 373.7

Tabelul E1.2. Matricea TDMA redusa la 3 diagonale

Nodul Orw aw O ap b
1 0 0 0.6292 2.0875 543.96
2 0 0.6 0.4625 1.0375 -9.325
3 0 0.5659 0.4625 1.0279 -0.19427
4 0 0.5648 0.4625 1.0273 -0.0043
5 0 0.7189 0 1.9523 373.7

Avand valorile numerice ale coeficientilor corespunzatoare nodurilor
(1) — (5), se poate defini ecuatiile algebrice:

Tabelul E1.3. Ecuatiile algebrice
Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 2.0875 T, = 0.6292 - T, + 543.96
1.0375-T, = 0.6 - T; + 0.4625 - T; —9.325
1.0279 - T; = 0.5659 - T, 4+ 0.4625 - T, — 0.19427
1.0273-T, = 0.5648 - T3 + 0.4625 - Ts — 0.0043
1.9523-T; = 0.7189 - T, + 373.7

b wN

sau dupa rearanjare:

Tabelul E1.4. Ecuatiile algebrice

Nodul nr. Ecuatia algebrica
1 2.0875-T; —0.6292 - T, = 543.96
2 —0.6-T; +1.0375-T, —0.4625 - T; = —9.325
3 —0.5659 T, + 1.0279 - T; — 0.4625 - T, = —0.194
4 —0.5648 - T; + 1.0273-T, — 0.4625 - Ty = —0.0043
5 —0.7189 - T, + 1.9523 - T, = 373.7

In forma matriceald coeficientii din ecuatiile algebrice au urmatoarea
forma:

2.0875 -0.6292 0 0 0 T; 543.96

[ 0.6 1.0375 —0.4625 0 0 ] [Tz} [—9.325]

{ 0 —0.5659 1.0279 —0.4625 0 ‘ T;|=|-0914
0 0 —0.5648 1.0273 —0.4625 lT4J —0.0043
0 0 0 —0.7189 19523 1 I, 373.7

Diferentele procentuale dintre rezultatele numerice obtinute cu metoda
aval si cele analitice, sunt prezentate in tabelul 3.2.8. De asemenea cele doua
rezultate sunt prezentate si grafic in Fig. 3.2.2.
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Tabelul E1.5. Comparatia rezultatelor numerice cu cele analitice

Nodul Solutia numerica Solutia exacta Diferenta [%]
1 368.698 368.715 0.0048
2 358.727 358.747 0.0057
3 346.563 346.572 0.0026
4 331.71 331.701 -0.0026
5 313.573 313.538 -0.0111

3.9. PROPRIETATILE COEFICIENTILOR
Prin rearanjarea ecuatiei 3.9 se obtine [1]:
J =B(P)-¢§, - A(P)- ¢, (3.81)
unde A(P) si B(P) sunt coeficientii adimensionali in functie de criteriul
Peclet, iar nodurile i si i+1 reprezinta P, respectiv E din Fig. 3.1. Prima proprietate
rezultd din prezumtia ca @ este egal cu @+::
J=P-¢=P-¢,, (3.82)
din ecuatiile 3.24 si 3.25 rezulta:
B=A+P (3.83)
Cea de-a doua proprietate este cea de simetrie (Fig. 3.3), si anume:

A(-P) = B(P) (3.84a)
B(-P) = A(P) (3.84b)
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Fig. 3.4. Variatia lui A si B in raport cu criteriul Peclet

Analizand curbele din Fig. 3.4. rezultd ca pentru orice valoare lui P,
pozitiva sau negativa, se poate scrie:

A(P) = A(P) + AMAX1(-P,0) (3.85a)
sau:
B(P) = A(P))+ AMAXI(P,0) (3.85b)
de asemenea cu ajutorul relatiilor 3.84 si 3.85 rezulta:
J-Poi = A(P)-( 0i - 0i+1) (3.86a)
J-Poi = B(P)-( 0i - i+1) (3.86b)

3.10. ECUATIA DISCRETIZATA BIDIMENSIONALA

Integrand ecuatia generald 3.5 in jurul volumului elementar din Fig. 3.4,
se obtine:

(pP¢p - pP0¢P())
At

t -t du-J,=(S.+Sp0,)AxAy  (3.87)
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%8
1T %’E s
J Je y
W %

Fig. 3.5. Volumul elementar bidimensional

unde Sc si Sp reprezintd componenta constanta respectiv dependenta de
&. De asemenea pp si ¢ reprezintd densitatea si variabila dependentd, constante
pe intregul volum elementar AxAy. Acele marimi notate cu indicele 0 se refera
la momentul de timp anterior, iar variatia lor in timp este implicita. Fluxurile
totale Je, Jw, Jn, Js au aceeasi definitie ca si in ecuatia 3.9.

In mod similar se obtine si ecuatia de continuitate:

(IOP_pPo)
At

unde Fe, Fw, Fs si Fn reprezintd debitele masice prin sectiunile
volumului elementar, si anume:

+Fe_FW+Fn_FS:0 (3'88)

F.=(pu),Ay (3.892)
F.=(pu),Ay (3.89D)
Fo=(pv),Ax (3.89¢)
F,=(pv),Ax (3.89d)

In continuare iInmultim ecuatia 3.88 cu ¢ si o scadem din ecuatia 3.48,
dupa care se obtine:

0

) P, AxA
(0,-0, )%we-F€¢P)-(JW-FW¢P)+(J”-Fn«pp)-(Js-Fs 6,)
=(SC+SP¢P)AxAy (3.90)
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Avand 1n vedere ecuatiile 3.69, relatiile de forma J - F-¢ se pot exprima

astfel:
Je-Fe$p=as(¢p-9;) (3.91a)
Jw-Fubp=aw(Py-0p) (3.91b)
unde:
ar= D.A(|P.|)+ AMAXI(-F.,0) (3.92a)
aw= Dy A(| P.,|)+ AMAXI(F,,.0) (3.92b)

In urma careia rezultd ecuatia discretizata in forma finald dupa cum
urmeaza:

ar®p=acPrtawdy tavPytasdsth (3.93)
iar coeficientii:
ar=D.A(| P.|)+ AMAXI(-F..0) (3.94a)
aw = Dw A(| P,,|) + AMAXI(F,.0) (3.94b)
av =D, A(|P,|) + AMAXI(-F,.0) (3.94¢)
as= D, A(| P, |)+ AMAXI( F,,0) (3.944d)
ar = M (3.94¢)
At

b=S.MxAy+a,' 8, (3.94f)

ar=ar+awtaxtastap -SpAxAy (3.94¢)

@ro st ppo se referd la valorile din timpul 7, iar ¢p, ¢e, dw, @y, ¢s la
timpul 7+A7. Debitele masice si coeficientii de difuziune sunt dupa cum urmeaza:

A
Fo=(puw),Ay; D, = 1Y (3.952)
5.Xe
A
F.=(pw,Av;D, = L2 (3.95b)
O x,
Ax
Fn = (pv)n A-x;Dn = F”— (395C)

oy

n
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Ax
Fs=(pv),Ax; D, = LA (3.95d)
oy,
iar criteriile Peclet:
Pe:&;Pw:&;Pn:Fn;PSZFS (3956)

Tabelul 3.1. Modelele de discretizare

Schema de variatie Relatia pentru A(|P))
Diferente centrate 1-0.5P|
Schema 1n contracurent 1
Schema hibrid AMAX1 (0,1 -0.5-]P)
Schema Power law AMAX1(0,(1 - 0.1|P))>)
Schema exponentiala [P|/(exp(|P]) - 1)

schema cu diferente finite -

schema in contracurent

~ schema hibrid_

. 1 . 1 . 1 .
-10 -5 0 5 10

P

Fig. 3.6 Variatia variabilei ¢ pentru diferite scheme

Relatia A(|P|) poate fi aleasa din tabelul I. Pentru un caz simplu in care ¢
= 1, iar ¢gw= 0 si distantele (d)e, (d)w din Fig. 3.1 sunt egale, in Fig. 3.6 s-au
reprezentat variatiile lui ¢p pentru diferite scheme [1].

Din Fig. 3.6 reiese cd, exceptdnd modelul cu diferente centrate, toate
schemele de discretizare dau solutii reale din punct de vedere fizic. Se observa ca
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pentru valori mai mari ale criteriului Peclet, modelul cu diferente centrate este in
afara limitelor impuse (¢ = 1 si ¢gw= 0 ). Remedierea acestei deficiente consta
in alegerea pasului mai mic, astfel incat valoarea criteriului Peclet sa devina mai
micd de 2, ceea ce nu este intotdeauna realizabil. Pe de alta parte, din Fig. 3.6
rezultd ca schema power - law este cea mai apropiatd de modelul exponential.



4. SOLUTIONAREA CAMPULUI DE PRESIUNE

4.1. RETELE DECALATE

In capitolul 3 s-au descris schemele de discretizare la care campul de
viteza este cunoscut. In cazul in care vitezele nu se cunosc, trebuie solutionate
ecuatiile de miscare (Navier-Stokes). Pentru rezolvarea lor si obtinerea cAmpului
de viteza, caderile de presiune gp/dk si dp/dy (pentru un caz bidimensional), adica
in forma discretizata (pw - pe) s (ps - pn) sunt considerate cunoscute. Se presupune
un profil linear de variatie, iar suprafetele volumului elementar sunt la mijlocul
distantei dintre nodurile W, P si E (Fig. 4.1 ) [1].

In acest caz caderea de presiune este definita astfel:

Pyt Pp PptDp_ Py~ Dg 4.1

PP 2 2

Din relatia 4.1 rezultd urmatoarea observatie: pentru fiecare viteza in
punctul de referintd P, cdderea de presiune pw — pE va fi egala cu zero (Fig. 4.1).
Prin urmare, luand in considerare aceastd observatie, reiese ca diferenta de
presiune nu are influenta asupra campului de viteze.

p =100 200 100 200 100
e ® ® ® ®

Fig. 4.1. Campul de presiune in zig - zag

Remedierea problemei este posibild prin doua cai, si anume:

4. Alegerea unui model de interpolare corespunzdtor pe suprafetele
volumului elementar;

5. Folosirea unei grile decalate pentru viteze fatd de cea principala
(presiune, temperaturd), astfel incat nodurile grilei decalate se fie pe
suprafetele volumului elementar din grila principala (Fig. 4.2).

Avantajul celei de-a doua metoda consta in faptul ca:

1. Se evita dispunerea in zig-zag a campului de presiune;

2. Se obtin valorile vitezei acolo unde avem nevoie de ele, pe suprafata
volumului elementar.

Ecuatia de miscare a fluidelor vascoase in forma discretizatd poate fi
scrisa astfel:
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arup = Zawity TOT(pp-pr)Ae (4.2a)

apve = Zawvw TOT(Pp-Py) A (4.2b)

suprafetele 4. si A sunt cele pe care actioneazi diferenta de presiune. in
cazul in care aceste caderi de presiune sunt cunoscute, se poate rezolva sistemul
de ecuatii dupa metodele descrise in capitolul anterior. Prin urmare, cdmpul de
viteze poate fi obtinut doar in cazul in care campul de presiune este cunoscut, sau
estimat. In momentul in care cAmpul de presiune este corect, cAmpul de viteze
confirma ecuatia de continuitate.

T

Fig. 4.2. Retele discretizate decalate

Daca presiunea estimati este notati cu p” iar vitezele cu u”si V', ecuatiile
4.2a si b pot fi scrise astfel:

de U: = Z’anb unb* +b + (pP* - pE*) Ae (433.)

anve = Zamve +bH(pp - Dy )4, (4.3b)

4.2. CORECTIILE DE PRESIUNE SI VITEZE

In cazul in care presiunea estimata este p” iar corectia acesteia este p’
rezulta [1]:

p=p+p (4.4)

iar corectiile de viteze corespunzatoare au urmatoarea forma:
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u=y +u’ (4.5a)
=y Y (4.5b)
Prin scaderea ecuatiei 4.3a din 4.2a se obtine:
e Uy = Xaw Uy T(Pp - Py ) Ao (4.6)
Luand in considerare ca termenul sumei are o valoare neglijabila, rezulta:
ac Uy, =Py - Pi) Ae 47
sau:
u,=d. (Pp-Prr) (4.8)
unde:
d. =2 (49)
e
in final rezulta relatia pentru corectia vitezei u:
we=u. *do-(Pp-Pi) (4.10a)
si similar pentru viteza v:
va= v, Tdu(Pp - Piv) (4.10b)

4.3, ECUATIA CORECTIILOR DE PRESIUNE

In conformitate cu prezumptiile anterioare, ecuatia de continuitate in
forma discretizata este [1]:

(Pp- Py )AXAY
AT

+[(pu),-(pu), JAY+[(pv),-(pv),]Ax=0 (4.11)

Prin substituirea ecuatiilor 4.10 in ecuatia de continuitate 4.11, si prin
rearanjarea ei se obtine ecuatia pentru corectia presiunilor:

arPp =acPr vaw Py TavPy Tasps b (4.12)
unde:

ar= P,d.Ny (4.13a)

aw = P, dwly (4.13b)
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ay=p,d,Ax (4.13¢)
as = pP,d;Ax (4.13d)

0 _ 5 )AxA . \
p=Pr i’;) Y ooy, - (out), v + (4.13¢)

+lov), = (v, Iax

Ultima din relatiile (4.13) reprezintd ecuatia de continuitate pentru
vitezele estimate. Se observa ca in momentul in care vitezele stelate (*) verifica
ecuatia de continuitate impreuna cu (pr’-pp), ecuatia de corectie a presiunilor
poate fi neglijatd si s-a obtinut solutia convergenta.

Cu alte cuvinte se poate spune ca b reprezintd o sursd de masa, ca urmare
a campului de presiune incorect. Rolul ecuatiei de corectie a presiunii este tocmai
sa anuleze aceasta sursa b.

4.4. METODA SIMPLE

Avand toate ecuatiile necesare, algoritmul de solutionare a campului de
viteze are urmatoarea forma [1]:
Estimarea campului de presiune p”.
Rezolvarea ecuatiilor de miscare 4.3 pentru obtinerea " si v",
Rezolvarea ecuatiei de corectie a presiunilor p'.
Corectia vitezelor si a presiunilor.
Rezolvarea ecuatiilor generale pentru ¢.
Ultima valoare obtinutd pentru p este p* in urmdtoarea iteratie, se repetd
procedeul 2-6 pana cand nu se obtine solutia convergenta.

ISAINANE I A e

4.5. METODA SIMPLER

S-a observat cd din cauza omiterii termenului suma din ecuatia 4.6,
corectia vitezelor se obtine pe seama corectiilor de presiune, neglijand corectiile
de viteze din nodurile vecine. Prin urmare cAmpul de corectii de presiune este
supraestimat. In concluzie corectiile pentru cimpul de presiune corecteazi
corespunzator vitezele si foarte slab presiunea.

Avand in vedere cele descrise in paragraful anterior, s-a propus o alta
metoda care tine cont de omiterea termenului suma din ecuatia 4.6. In primul
rand, ecuatia de miscare a fluidelor vascoase are urmatoarea forma [1]:

> +
yo=Zawunwtb ) 4.14)

de
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Se defineste pseudoviteza ca mdrime compusa din vitezele din nodurile
vecine:

a,u,, +b
u, _ Lt (4.15)

a

e

Ecuatia 4.14 devine:

4.16
uezue+de(pP-pE) ( )

iar relatia similara pentru viteza v:

4.17
Va=VvaTda(Pp-Py) @17

Introducénd relatiile 4.16 respectiv 4.17 in ecuatia de continuitate, se
obtine:

(4.18)
appPp= aEPE+aWPW+aNPN+asp5+b
unde coeficientii a se calculeaza cu ecuatiile 4.13, iar b este:
(P -Py)
b="LL P [ pu),(pu) ] Ay
At
(4.19)

+[(pv),-(pv),]Ax

Fata de ecuatia pentru corectia presiunilor, in derivarea acestei relatii nu
s-a omis niciun termen. Prin urmare rezultd ca in momentul in care cAmpul de
viteze este estimat corect in calculul pseudovitezelor, ecuatiile pentru presiune
vor da campul corect de presiune.
Algoritmul metodei SIMPLER este:
Estimdm campul de viteze.
Se calculeaza campul pseudovitezelor u, v.
Se rezolva ecuatiile pentru campul de presiune.
Se estimeaza presiunea p la valoarea p” si se rezolva ecuatiile de miscare
prin care se obtine " si V",
5. Se calculeaza sursa de masa b, apoi se rezolva sistemul de ecuatii pentru

corectia presiunilor.

6. Se corecteaza vitezele u si v.
Se rezolva alte ecuatii discretizate pentru ¢.
8. Se repeta procedeul 2-7, pana la anularea lui b.

e e

~
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4.6. CURGEREA PARABOLICA SAU TRATAREA CADERII DE PRESIUNE
AXIALE

Curgerea laminard poate fi aproximata ca o curgere in stratul limita
tridimensional (in literatura de specialitate acest tip de curgere uneori este
numit gi curgerea parabolicd, fatd de cea eliptica descrisa in capitolul anterior)
[2]. In acest caz curgerea are urmitoarele caracteristici [3]:

- Existd o directie predominanta a curgerii, fard curgeri reversibile.

- Difuziunea momentului, energiei termice si masei in aceastd directie
este neglijabila.

- Campul de presiune din aval are o influentd neglijabild asupra
conditiilor de curgere din amonte.

Conform prezumptiilor anterioare, separdam campul de presiune axial
de cel lateral. Cu alte cuvinte, inainte de a solutiona caderile de presiune
laterale dp/dx sau dp/dy, trebuie sa stim care este caderea de presiune axiala
dp/dz. Aceastd tratare diferitd a celor doua campuri de presiune se poate
interpreta astfel: campul de presiune are o valoare medie pe sectiune, iar
caderile de presiune laterale sunt abateri de la cel mediu. Astfel, putem trata
curgerea laminara prin canale, care 1n sine este o problema tridimensionald, ca
o succesiune de cazuri bidimensionale.

Ecuatia corectiilor de presiune 4.12 sau ecuatia de presiune 4.18
reprezintd o forma discretizatd a ceea ce In literatura de specialitate este
cunoscutd sub denumirea de ecuatia lui Poisson pentru presiune. Aceasta
ecuatie este elipticd in toate cele trei directii, ceea ce nu permite o solutionare
dupa metoda sectiune dupa sectiune. Astfel trebuie definite conditiile limita la
iesirea din canal, ceea ce de fapt dorim sa gasim. De aceea se considera:
termenul 0°p/dz° cunoscut si comportare eliptici a curgerii in directia x
respectiv y.

Rdméane de explicat obtinerea termenului dp/dz care reprezinta
gradientul axial de presiune. Initial estimam gradientul axial de presiune
(dp/dz)", iar raspunsul cAmpului de viteze axiale w* ca urmare a acestei estimiri
este definit astfel:

P

AWy, =aywy +agwg +a,wy +a,w, +b+AxAy[§j (4.20)

pentru un regim stationar de curgere, debitul fluidului in fiecare
sectiune este constant, si anume:

= Ay (4.21)
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Debitul obtinut cu acest cAmp de viteze estimativ w", va avea o valoare
diferitd de cea reala, care poate fi calculata din conditiile de la intrare in tub si
din conditiile la limitd. Caderea de presiune si vitezele pot fi exprimate astfel:

(@J _ (@] N (@j (4.22)
x) (&) &
o= +A2—fy(%j’ (423)

Introducand aceasta relatie pentru viteza axiala in relatia 4.21 se obtine
corectia caderii de presiune axiale:

@ o m—pr*AxAy
(82] = ZP(AXA)/)Z (4.24)

Se observa ca fatd de caderile de presiune laterale, care au fost obtinute
pe baza principiului de continuitate pentru volumul elementar, caderea de
presiune axiald se obtine pe baza principiului de conservare a masei pentru
intreaga sectiune.

In final, se prezinta discretizarea termenilor de convectie din ecuatia de
migcare in directia curgerii. Fara a intra in amanunte, se considerd un profil
implicit de variatie, ceea ce inseamna ca valoarea variabilei ¢ este constanta pe
intregul domeniu Az, exceptand sectiunea din zv (Fig. 4.3). Prin urmare:

W%(P(ﬁ) =Fppp =y, (4.25)
Unde:

F, = %(W)P,D (4.26a)

7, =2 () (4.26b)

U Az pW PU
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Volumul elementar

/ U ( amonte )
X
Directia curgerii

Fig. 4.3. Volumul elementar in directia axiala

4.7. MODEL MODIFICAT PENTRU TRATAREA GRADIENTULUI DE
PRESIUNE AXIAL

Similar cu revizuirea algoritmului SIMPLE in urma cdreia rezulta
modelul SIMPLER, procedeu descris in subcapitolul 4.4, si modelul pentru
obtinerea gradientului de presiune axial descris in subcapitolul anterior se
poate Tmbunatiti. Omiterea termenului, care are ca si rezultat majorarea
numarului de iteratii, se poate evita aplicdnd urmatorul procedeu [6]:

Relatia 4.20 poate fi scrisa astfel:

dp

a; ;W =b Wt w td te dz (4.27)
y g 'z .

i,J i,j i,J i+l,j i,j

unde:
d,,=ag wg+a, w, +b (4.28)
Prin urmare relatia 4.27 dupd prima transformare devine:
dp
Wi = sz Wiy Qi,j + Ri,j ) Z (4.29)

unde relatiile recurente pentru P, Q si R sunt dupa cum urmeaza:
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P, = i (4.30a)
a;; —Cij 'Pi—l,j
d . +c . -0,

Q,, = bt E (4.30b)
’ a,; —Ci; 'Pi—l,j
e..+c. . R, .
_ i i,j i-1,j

Ry =t (4.30¢)
ij ij i1

Valorile initiale pentru inceperea procesului de substituiri sunt
calculate astfel:

b, . )
R, :i;Ql,_i :#RL_/ =— (4.31)

Lj Lj

Avand 1n vedere ca la sfarsitul procesului de substituiri by, = 0
respectiv Py, = 0, se obtine a doua transformare, si anume:

_ dp
Wi = A+ By = (4.32)

Procesul invers de substituiri incepe cu valorile Av = O~ si By = Rw,
continuand cu urmatoarele relatii recurente:

4,,=0,;+F,; 4 (4.33a)

i+,)

B,,=R, +F, B (4.33b)

i+1,j

Inmultind relatia 4.32 cu Ax-Ay si prin insumarea termenilor in directia
X siy, se obtine:

=

i=1, j=1 N i=1, j=1 N i=1, j=1 N dz |(4.34)
Avand in vedere ca debitul fluidului in regim stationar este constant pe
sectiune, si anume:

) N.K
m= ZAx-Ay-wi,j = const. (4.35)

i=1,j=1

Rezulta caderea de presiune axiala:
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K

2

i=1,j=

N.K d];
. Ac-Ay A, + Y Ax-Ay-B, ;- o
dp 1 =L - (4.36)
dz

m

Algoritmul modelului de solutionare prezentat anterior poate fi

reprezentat astfel:

1.
2.
3.
4,
5.

Calculul coeficientilor a, b, ¢, d si e din ecuatia de miscare 4.20;
Calculul valorilor initiale ale coeficientilor P, O, R pe baza relatiilor
4.31;

Calculul coeficientilor 4 si B cu relatiile 4.33;

Calculul gradientului de presiune axial cu relatia 4.36;

Calculul campului de viteze axial cu relatia 4.32.

Prin urmare s-a obtinut un model direct pentru obtinerea atit a

gradientului axial de presiune cat si a campului de viteze axial. Prin
considerarea ecuatiei 4.20 in forma integrala, se evita introducerea erorilor n
procesul iterativ, si prin urmare se obtine micgorarea numarului de iteratii. Cu
toate ca, aplicand acest model rezultd inca o traversare in procesul de
substituiri, avantajul care il ofera prin reducerea numarului de iteratii il
recomanda pentru utilizare.



5. REZOLVAREA SISTEMULUI DE ECUATII ALGEBRICE
OBTINUTE IN URMA DISCRETIZARII SISTEMULUI
DE ECUATII DIFERENTIALE

Sistemul de ecuatii algebrice obtinut in urma discretizarii ecuatiilor
diferentiale, este de regula nelinear, ceea ce Inseamna ca, coeficientii din ecuatiile
algebrice sunt in functie de variabila dependenta. Prin urmare, pentru
solutionarea sistemului de ecuatii se foloseste una din metodele iterative. in
continuare se va prezenta o metoda iterativa care reprezintd o combinatie a doud
metode si anume: cea directd (algoritmul matricei tridiagonale TDMA) si metoda
iterativa Gauss - Seidel punct cu punct.

5.1. METODA DIRECTA TDMA

In literatura de specialitate aceastd metoda de solutionare uneori are
denumirea de eliminari succesive a lui Gauss, sau algoritmul lui 7homas. Daca
analizam un sistem de ecuatii pentru o problema unidimensionald, matricea
coeficientilor acestui sistem de ecuatii ne aratd ca cele trei diagonale din mijloc
au valori diferite de zero. Prin urmare o variabild dependenta din nodul (i)
poate fi exprimata in functie de cea din nodul urmator (i + /), si anume [1]:

P@) = f(P+1)), o +1) = f(P(i +2))......
------- P(N-2) = f((N-1)), (N ~1) = f(#(N))

Daca estimam ca nodurile din Fig. 3.1 sunt 1, 2, 3, ..., N cu nodurile
limitd 1 si AV, ecuatia 3.14 poate fi scrisa astfel:

a,¢, =b¢,+c, ¢ +d, (5:2)

(5.1)

Avand 1n vedere cele mentionate mai sus presupunem cd intr-un
moment de substituiri se obtine:

¢, =F¢., +0, (5.3)
imediat dupa ce s-a obtinut:
¢, =b.0,+0,, (5.4)

inlocuind ecuatia 5.4 In 5.2, se obtine:

a9, =b@,., +c, (P9, +0, ) +d, (5.5)
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Analizand acest proces de substituiri succesive se poate observa ca este
posibila transformarea ecuatiei 5.3 Intr-una similara, cu urmatoarele relatii
pentru coeficientii P, respectiv Q:

b.
p=—10 (5.62)
a,—c.P_
d. +c0.
Q0 =—"—"- €0 (5.6b)
a;—c. b,

Pentru initierea procesului de substituiri, n nodul (i = 1) valorile lui P,
si Q1 sunt:
5.7

R=20 =%
a, a

1

iar la sfarsitul procesului de substituiri (in nodul i = N) se obtine:

¢v = On (5.8)
In continuare se poate realiza o substituire succesiva in sens opus cu
ecuatia 5.3.
Algoritmul acestei metode are urmatoarea forma:
Calculdm coeficientii P; si Q1 cu ecuatiile 5.7.
Pentru nodurile i =2, 3, ..., N se obtin P; si O: cu relatiile 5.6.
oy = On

Cu relatia 5.3 Incepe substituirea inversa prin care se obtin valorile

pentru ¢n-1, @v, ..., @3, &, @1

PO

5.2. METODA GAUSS-SIEDEL

Nelinearitatea sistemului de ecuatii se solutioneazd prin folosirea
urmatorului algoritm:

1. Se estimeaza un camp al variabilei @.

2. Cu aceste valori calculam coeficientii asociati ecuatiei 3.14.

3. Rezolvam sistemul de ecuatii.

4. Cu noile valori ale lui ¢ revenim la punctul 2, si repetdm procesul 2 - 4
pana cand diferenta dintre doud valori ale lui ¢ din doua iteratii succesive
este neglijabila (mai mica decét o eroare impusa).

Similar, metoda Gauss-Siedel consta in verificarea tuturor nodurilor
retelei intr-o anumita ordine. Din ecuatia 3.14 reiese:
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= Zanb ¢nb* + b

ap

Op (5.9)

unde @ sunt ultimele valori calculate din nodurile vecine (valori pastrate
in memoria calculatorului). In momentul 1n care s-au verificat toate punctele, se
poate spune ca s-a efectuat o iteratie Gauss-Siedel.

5.3. METODA LINIE DUPA LINIE

Aceasta consta Intr-o combinatie a celor doua metode descrise anterior, a
celei directe (TDMA) si a celei iterative (Gauss-Siedel). Initial se rezolva
sistemul de ecuatii de pe o linie (x) cu TDMA, considerand totodata valorile lui
@de pe liniile adiacente cunoscute, ultimele valori calculate si stocate Tn memoria
calculatorului (Fig. 5.1). Odata parcurse toate liniile din reteaua de noduri, s-a
incheiat o iteratie /inie dupa linie. Procesul se repetd pand la obtinerea solutiei
convergente. Pentru a obtine convergenta mai rapid, putem alterna directiile de
traversare a TDMA-ului. Mai mult, in cazul in care coeficientii intr-o directie sunt
mult mai mari decat in cealaltd, convergenta se obtine mai rapid prin traversarea
TDMA-ului in directia in care coeficientii sunt mai mari.

Se pot lua in considerare doud criterii pentru declararea solutiei
convergente si oprirea procesului de solutionare:

1. Diferenta a doud valori ale unei variabile dintr-un punct, dupa doua
iteratii succesive, sd fie mai mica decat o valoare aleasd in mod arbitrar:

19/ -9/ "<& (5.10)

2. Cel de al doilea criteriu rezulta din ecuatia generala discretizata:

arPp-(Za,+b)<é€ (5.11)

unde indicele nb se referd la nodurile vecine. Totodata se poate spune ca
solutia convergentd s-a obtinut in momentul in care reziduurile de masa,
impulsuri sau energie au valori neglijabile.

3. In cazul programului comercial Ansys Fluent se foloseste criteriul de
convergenta cumulativ luand 1n considerare suma reziduurilor din toate
nodurile grilei discretizate, si anume:
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2% Z cells,P‘z nb Anb - Onb +b_ap¢p‘
z cells,P‘ap¢p‘

(5.12)

Fig. 5.1. Metoda linie dupa linie

5.4. ALGORITMUL DE SOLUTIONARE A ECUATIILOR FUNDAMENTALE
IN REGIMUL PERIODIC

Sistemul de ecuatii diferentiale de curgere reprezinta un sistem de ecuatii
"cuplat", cu marimi necunoscute u(x,y), v(x,y) si p(x,y). Marimea b poate fi aleasa
in mod arbitrar, si anume pentru o anumitd valoare a acesteia rezultd un anumit
debit sau Re. Pe cele doud granite ale domeniului de solutionare, in amonte si
respectiv 1n aval, conditia de periodicitate este [4] [5] [6]:

d(x".y)=d(x +Ly),¢p=uv,PT’ (5.13)

Prin aceasta din urma separam domeniul de solutionare, pe de o parte, de
restul domeniului de curgere, iar pe de alta parte, de portiunea de intrare. Pentru
cazul curgerii prin tuburi, conditiile la limita sunt dupa cum urmeaza:

- pentru suprafetele solide

u=v=>0 (5.14a)
- pentru suprafetele de simetrie

a—u=0,v=0 (5.14b)

dy

Intrucat nu se cunosc in mod explicit conditiile la limita la intrare,
respectiv la iesire din domeniul de solutionare, nu se poate aplica metoda directa
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de solutionare "TDMA clasic". Problema poate fi remediatd prin revizuirea
metodei TDMA (Fig. 5.2).

In primul rand, construim o grild pe domeniul de solutionare, cu i = 1,N
sij =1,K in directiile x respectiv y. Pentru sectiunea de intrare, respectiv de iesire
din domeniul de calcul, rezulta urmatoarele conditii la limita:

¢O,j = ¢N*1,‘j;¢1,‘j = ¢N,‘j;¢2,j = ¢N+1,j (5.15)

pentru ¢=u,v,p, T

Din relatia 5.15 se observa cd ecuatiile algebrice pentru linia i = 1 sunt
identice cu cele pentru linia i = N.

Prin urmare domeniul de solutionare acopera sectiunea intre liniile i = 1
si i = N-1. Mai mult, ecuatiile pentru i = 1 contin termenii ¢v-1, iar cei pentru i =
N-1 termenii ¢@r;. Rezultd cd numarul marimilor necunoscute va fi egal cu
numadrul ecuatiilor.

Algoritmul care rezolva un astfel sistem de ecuatii are denumirea de
TDMA-circular si poate fi gasit in literatura de specialitate [5]. In continuare
urmeaza descrierea pasilor de solutionare.

1T N (0) 1(N+1)
1 2
2
1+
T N 3
N-17]~
N—— N-2
TDMA " Clasic " TDMA " Circular "

Fig. 5.2. Modelul TDMA pentru rezolvarea ecuatiilor algebrice

Avand 1n vedere ca fiecare ecuatie din nodul 7, j contine termenii @7, si
&i+1,, ideea principald a lui TDMA constand in parcurgerea domeniului de la un
capat la altul. Deci, ¢, poate fi exprimat in functie de @+, iar in nodul N ¢v,; =
On; (unde Qv, reprezintd o constantd). Prin traversarea in sens opus, se obtin
valorile lui ¢, innodurile i = N-1, N-2,..., 2, 1.

In cazul curgerii periodice, la intrarea si iesirea din domeniul considerat
(=1, respectiv i = N), sunt valabile conditiile de periodicitate (5.13). Prin urmare,
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traversand linia de lai =1 la i = N, 1n acesta din urma se obtine o), = div+1),.
Traversand in sens opus de la i = N la i = 1 unde se obtine ¢@i; = f{B1,A1)
(A1,Bi=const). La ultima traversare i =2, N

se obtin valorile lui ¢ in fiecare dintre nodurile grilei. Fata de TDMA-ul
clasic unde avem doud traversari, la TDMA-ciclic este necesara incd una

suplimentara.

Ecuatia algebrica obtinuta in urma discretizarii este:

ai®;=ci®.,Thio,,Td (5.16)
Prin impartire cu ai se obtine:

b, = Ri@y+ P9, T 0, (5.17)
iar pentru i - 1 rezulta:

@, =RiuPyT Pi®,t 0., (5.18)
Inlocuind relatia (5.18) in relatia (5.16) se obtine:

ai$; = ci( Rii@y+ Pii§,+ 0, )t bid, T di (5.19)
In urma rearanjarii ecuatiei se obtine:

(ai-ciPir)$:=ciRiiPyt b, ;0 d, (5.20)

Forma finala a ecuatiei este:

ciRi b; Ci Qi_1 +di

9= Pyt Gt (5.21)
ai-ciPii ’ ai-ciPii | ai-c¢iPi
Prin similitudine cu relatia (5.17) rezulta:
“R; A 0., +d.
R=—CRe_p_ D 0 =0 4 Q. " d (5.22)
ai-ciPii ai-ciPii ai-ciPii
Initierea coeficientilor se realizeaza prin:
R=Sp=bpg-4 (5.23)
aj aj aj
In nodul N se obtine o astfel de relatie:
Doy = Aoy @, Bowy (5.24)
unde:
+
Ay = by _ CNQN_1 dn (5'25)

; N
an-cn( Pyt Ry.1) an-cn( Pyt Ry.g)
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Inlocuind (5.24) in (5.18) rezulta:
G.1= Rii(Ao®,+ Bo)+ Pry( A+ B)+ 0,
Prin gruparea termenilor se obtine:
$.1=(RiiAo+ PiiAi)®;*(RiiBo+ PiiBit0,y)
sau In nodul urmator:
¢, =(Ri Ao+ P; A1) 9, T (R Bo+ Pi Biv1 + Q)
Comparand relatia (5.28) cu (5.24) rezulta:
Ai= Ri Ao+ Pi Ai+i
Bi=RiBy+ PiBivi T 0,

Prin Inlocuiri succesive de la i = N-1,...,1 In nodul i = 1 se obtine:

B;

¢1_1‘A1

La ultima traversare pentru i = 2, N folosim relatia:

¢i= Ai¢1+Bi

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.292)
(5.29b)

(5.30)

(5.31)



6. METODA ELEMENTULUI FINIT

6.1. INTRODUCERE

In afard de cele doud metode folosite pentru modelarea numerica a
fenomenelor termice, o larga raspandire practicd o are si metoda elementului
finit. Daca metoda volumului finit are la baza principiile de conservare a masei,
momentului sau energiei In procesul de discretizare, metoda elementului finit
este mai mult rezultatul unor derivatii matematice fara a tine cont neaparat de
fenomenele fizice precum curgerea, transferul de energie sub forma de caldura
sau reactii chimice.

In mod similar cu celelalte metode de discretizare, si in cazul metodei
elementului finit domeniul este discretizat in mai multe elemente mai mici care
comunicd intre ele printr-o relatie de interpolare cu care se aproximeaza
variatia variabilelor si proprietatilor domeniului studiat. Prin urmare ecuatiile
diferentiale sunt discretizate si transformate Intr-un sistem de ecuatii algebrice.
Avantajul acestei metode rezulta din faptul ca discretizarea domeniului nu este
strict legatd de forma lui astfel fiind posibila si o aproximare mai buna a unor
geometrii mai complexe. In cazul metodei volumului finit o astfel de
reprezentare fiind posibila, fie prin folosirea unor sisteme de coordonate
curbilinii sau prin aproximarea treptatd a suprafetei curbe.

Metoda elementului finit a fost initial dezvoltata pentru analiza
tensiunilor mecanice din structurile complexe ale aecronavelor (Clough 1960)
si ulterior dezvoltatd pentru fenomenele generale de mecanica pe domenii
continue. Metoda elementului finit este cuprinsa in urmatorii pasi:

1. Discretizarea domeniului de continuitate. Domeniul analizat este
impartit in mai multe elemente finite care pot fi sub forma:
triunghiulara, patrulatera, tetraedrice sau hexaedrice. Mai mult, fiecare
element este format din mai multe noduri.

2. Definirea relatiei de interpolare. Selectarea ecuatiei de interpolare
reprezintd forma dupd care variabilele caracteristice variaza intre
noduri si elemente finite. De regula este de preferat ca aceste forme de
variatie sd fie simple pentru a realiza programe de calcul cu solutionare
cat mai rapida.

3. Urmatorul pas 1l reprezintd formularea ecuatiilor elementelor finite.
Prin formularea relatiilor elementare se intelege determinarea matricei
care reprezintd proprietdtile sistemului, precum cele geometrice sau
fizice. Pentru a exemplifica acest pas se considera ecuatia de transfer
termic conductiv unidimensional si stationar:
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“T_ o 6.1)

dx?
Dupa integrare se obtine:

daT
==q (6.2)

sau dupa inca o integrare:
T=C - x+C, (6.3)
Conditiile la limita in cazul unui perete omogen sunt:
x=0,T=T1;x=L,T=1T,

de unde rezulta expresiile pentru constantele de integrare C1 respectiv
Ca:

Ci=(T-T)/L,Co=T

Densitatea fluxului de caldura conform relatiei lui Fourier este:

daT T, -T;
g= k= (6.4)
ki k>
—> >
—> >
—> >
int, Tint Qexty Text
—> >
— .
—> >
—> >
L4 Ly

»
»

A

NOPEOR

noduri elemente finite

Fig. 6.1. Schema peretelui neomogen
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Tinand cont de continuitatea fluxului termic printr-un perete neomogen
prezentat in Fig. 6.1 si conditiile la limita din aceeasi Figura rezulta:
pentru nodul 1:

Ty~T
Cint* (Tine — T1) = ky 1L1 - (6.5)
pentru nodul 2:
Ty—T, T,—T:
kl 1L1 2 = kz 2L2 3 (66)
pentru nodul 3:
T,—T:
k; = =gt (T3 — Text) (6.7)
Ecuatiile (6.5) — (6.7) pot fi rearanjate astfel:
K K
(2 +otine ) T = T2 =g Tine (6.8)
k1 ki | k2 ky o _
—ZT1+(L—1+Z)T2—ZT3—0 (6.9)
k K
- L_zTZ + (L_z +°cext) T3 =Koyt Texe (6.10)
Ecuatiile (6.8) — (6.10) pot fi scrise sub forma matriceala:
[ﬁ +Xine —4 0
L1 K K lez k) | T; Kine” Tine
| Thonte w2 T, (6.11)
l 0 _ E Q +x J 3 Kext™ Lext
L2 LZ ext

sau intr-o forma compacta:

[K]-[T]=1{f} (6.12)

Analizand ecuatiile de mai sus, matricea elementara pentru un element
finit sau, in cazul conductiei termice printr-un perete neomogen pentru un strat,
poate fi scrisd sub urmatoarea forma:

k[1 —-1[T1] _(4
4 -
Matricea globala a proprietdtilor K poate fi asamblata din matricele
elementare (6.13) pentru fiecare element. Fluxul termic, fie prin valoare

explicita fie prin coeficientul de convectie apare in matricea incarcarilor sau a
conditiilor la limita.
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1. Dupa definirea matricelor globale, solutia poate fi obtinuta printr-o
metoda directa de rezolvare avand in vedere ca matricea proprietétilor
este dominanta dupa cele trei diagonale.

2. Avand parametrii principali, se pot in continuare calcula si variabilele
secundare precum, fluxul de caldura sau concentratia componentelor.

6.2. RELATIILE DE INTERPOLARE SAU ECUATIILE DE FORMA

In cazul simuldrii unor fenomene fizice prin metodele numerice,
termenul de discretizare se referd att la ecuatiile diferentiale cat si la spatiu
sau timp. Variatia si legdtura dintre elemente sau noduri se aproximeaza prin
ecuatiile de interpolare. De asemenea prin forma de variatie se stabileste si
relatia dintre ecuatiile diferentiale si elementele finite. Cele mai raspandite
relatii de interpolare sunt cele polinomiale tindnd cont de faptul ca sunt simple,
au un timp redus de calcul si se pot relativ simplu integra sau diferentia. De
asemenea, precizia se poate imbunatatii prin cresterea gradului ecuatiei
polinomiale.

6.2.1.Ecuatia de interpolare de gradul I pentru probleme unidimensionale

In Fig. 6.2 se prezintd un caz unidimensionale cu variatia lineara a
variabilelor intre noduri. Pentru noduri limitd a respectiv b, temperaturile
corespunzatoare sunt 7a si 7o [7].

Prin urmare variatia lineara de temperatura este descrisa cu urmatoarea
relatie:

T, =C,+Cy-x (6.14)
Conform notatiilor din Fig. 6.2 rezultd urmatoarele ecuatii:

T,=C+Cy x4 (6.15)

Ty =C,+Cyxyp (6.16)

Din ecuatiile anterioare se obtin constantele Ci si C2 sub urmdtoarea
forma:

Taxp—TpXq
C, = % (6.17)
c, =2Ta (6.18)

Xp—Xa
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a b
3% / XQ
© @

1 @ @
1 2 3

| aproximare |
< lineara |

exact

Fig. 6.2. Prezentarea schematica a profilului linear de variatie

Prin inlocuirea constantelor Ci si C2 in ecuatia generald (6.14) se
obtine:

_ [ xp—x X—Xq
T=(25)T,+ (Z24)T, (6.19)
Sau intr-o forma mai compacta ecuatia (6.19) poate fi scrisd astfel:
T,
T = NaTa + NbTb S [Na Nb] [Ta] (620)
b
Unde functiile de interpolare (functiile de forma) sunt:
_ | Xp—x
N, = [—xb_xa] (6.21)
X—Xg
N, = [xb_xa] (6.22)
Ecuatia (6.20) poate fi scrisa si astfel:
T = [N][T] (6.23)
Unde [N] este matricea functiei de interpolare si poate fi scrisa astfel:
[N] = [Ng Np] (6.24)

lar [7] este matricea variabilelor necunoscute:

[T] = [?‘Z] (6.25)
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Proprietatile functiilor de interpolare pot fi estimate conform ecuatiilor
(6.21) — (6.22) si prezentate In tabelul 6.1. Totodatd forma de variatie de-a
lungul elementului finit se prezinta si in Fig. 6.3.

Fig. 6.3. Proprietatile functiilor de forma

Tabelul 6.1. Proprietétile functiilor de interpolare

Functia Nodul a Nodul b Distanta x
Ma 1 0 0<x<l1
M 0 1 0<x<l1

Na+ Ny 1 1 1

Din Fig. 6.3 si tabelul 6.1 rezulta ca valoarea functiilor Na si Nb variaza
intre O si 1 iar suma lor este 1. Aceasta proprietate trebuie indeplinita indiferent
de dimensiunea elementului finit. In schimb gradientul functiilor de interpolare
este constant.

Pentru a determina fluxul termic trebuie definit gradientul temperaturii,
prin urmare prin integrarea relatiei (6.19) se obtine:

dT dN,
—=—4T, +
dx dx

Wop =——L T, +—2T, (6.26)

dx Xp—Xq a Xp—Xq

Tinand cont de faptul cd xb — xa = /, rezultd urmatoarea relatie:

ar 1 11][T,
= -1l 627

Relatia (6.27) confirma faptul cd gradientul temperaturii are valoare
constantd, concluzie prezentata in Fig. 6.3. Ecuatia (6.27) poate fi scrisa si sub
urmatoarea forma:

g = [B]IT] (6.28)

Unde functia g reprezintd gradientul variabilei caracteristice
domeniului, in cazul de fatd, temperatura. Matricea [B] reprezintd matricea
derivatelor sau matricea deformatiilor specifice in mecanica structurala.
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Exemplul 6.1: Pentru a exemplifica utilizarea formei de variatie lineare
se va folosi un caz unidimensional reprezentat printr-o bara cu temperaturi
diferite la cele doui capete si aria laterald adiabatica. In acest caz putem vorbi
de o aplicatie unidimensionald. Lungimea totala a barei este de L = 0.5 m iar
temperaturile limitd sunt: 7, = 370 K respectiv 7b = 300 K. Sa se calculeze
temperatura la o distanta de x = 0.3 m.

Pentru a determina temperatura din interiorul barei se utilizeaza relatia
(6.20):

T = NaTa + NbTb
Din functiile de interpolare (6.21) — (6.22) rezulta:

Xp—X 0.5-0.3 2
Na = [ b ] = = -
Xp—Xq 0.5 5
xX—x 0.3-0 3
Nb = [ a] = = -
Xp—Xq 0.5 5

Trebuie remarcat ca suma celor doud valori ale functiei de interpolare
este 1, iar fiecare dintre ele are valori subunitare, prin urmare sunt confirmate
cele douad proprietati.

Inlocuind cele doud valori in relatia generali se obtine valoarea
temperaturii in punctul x = 0.3 m:

T =2370+2300 = 328 K
6.2.2. Ecuatia de interpolare de gradul II pentru probleme unidimensionale

In Fig. 6.4 se prezintd sub formd grafica variatia de gradul doi a
parametrilor intre nodurile elementului finit. Se observa ca variatia intre noduri
este mai apropiatd de ceea exactd sub forma parabolica. Prin urmare functia
de interpolare are forma polinomiala de gradul II [7]:

Tx:C1+C2'x+C3'x2 (629)
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| aproximare

- / patratica

=

exact

Fig. 6.4. Prezentarea schematica a profilului patratic de variatie

Avand trei constante este nevoie de valoarea temperaturii in trei noduri
pentru a obtine relatia pentru determinarea temperaturii iIn domeniul analizat.
Prin urmare relatiile pentru temperatura in cele trei puncte sunt dupa cum
urmeaza:

T, =C, (6.30)
l 1\?
Ty=C+C(5)+C-(3) (6.31)
T.=C,+Cy-l+C5- 12 (6.32)
Din ecuatiile (6.30) — (6.32) rezulta constantele C1, C2 si Cs:
C, =T, (6.33)
Cy =7 (=3T, + 4T, — T,) (6.34)
2
Cy = (T, — 2T, + 1) (6.35)

Inlocuind expresiile (6.33) — (6.35) in ecuatia generala, se obtine:
3x  2x2 x x? x? x
T=(1 —T+7)Ta + (47—41—2)Tb + (Zl—Z—T)TC (6.36)
Sau in forma cunoscuta:
T =N,T,+ N,T, + N.T, (6.37)

Prin urmare rezultd ecuatiile de interpolare:
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No=1-Z42% (6.38)
2
Ny =47 4% (6.39)
2
N, =257 (6.40)

Trebuie mentionat ca relatiile de interpolare au valori subunitare si
suma lor este 1 (Fig. 6.5).

Fig. 6.5. Prezentarea schematica a profilului patratic de variatie

Totodata gradientul temperaturii rezultd din derivarea ecuatiei (6.37):

ar _ dNg aNp ANc

— =7 Ta + — T, + = T, (6.41)
Avand in vedere ecuatiile (6.38) — (6.40) rezulta:

dTr 4x 3 4 8x 4x 1

a= G ) G-F) e (F-D)T (6.42)
Sau 1n forma matriceala:

g = [B][T] (6.43)

Unde matricea B are urmatoarea forma:

(6.44)

4x 3 4 8x 4x 1
pl=[2-2 f_ s =y
[ ] 12 l l 12 12 l

6.2.3. Ecuatia de interpolare lineara pentru probleme bidimensionale

Asa cum s-a specificat mai sus, avantajul metodei elementului finit
constd in faptul ca se pot aproxima si formele mai complexe ale domeniului
studiat. Unul dintre elementele utilizate in mod frecvent in cazul domeniilor
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bidimensionale este triunghiul. De exemplu prin utilizarea acestui element se
poate aproxima si aria cercului (Fig. 6.6).

Fig. 6.6. Aproximarea cercului

Aria triunghiului este definita prin urmatoarea relatie:

A = %rzsin x (6.45)

In schimb aria cercului poate fi aproximata prin urmatoarea relatie:
1 5 . (2
A. =Y A; = lim =r2sin (—n) =717 (6.46)
n—oo 2 n

Functia de interpolare pentru element bidimensional, reprezentat in Fig.
6.7, avand variatie lineara are urmatoarea forma [7]:

Tx=61+62'x+63'y (647)
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Xes Ve

T, Xb> Vb
xa> ya

X

»
»

Fig. 6.7. Prezentarea schematica a elementului finit bidimensional

Tinand cont de faptul ca elementul finit are trei noduri, cele trei ecuatii
pot fi scrise astfel:

Ta = Cl + Cz “Xg + C3 “Ya (648)
Tb == Cl + CZ - xb + C3 - yb (649)
TC = C1 + CZ " xC + C3 " yC (650)

Prin solutionarea sistemului de ecuatii rezultd constantele Ci1, Cz si Cs:

€= i [Cepye — xcyp) T + (XcVa — XY )Ty + XYy — xpVa) T ]
(6.51)

Co =[O = YITa + G = Y)Ty + G —¥)T]  (652)
C3 = i [(xe = xp)Ty + (xg — x )Ty + (xp — x)T;] (6.53)

Unde A reprezinta suprafata elementului finit si se calculeaza astfel:

1 Xa Ya
2A = det [1 Xp Yp|= (Xa¥Vp — XpYVa) + (XcVa — XaYe) +
T X Y
(xbyc - xcyb) (6-54)

Prin inlocuirea relatiilor (6.51) — (6.53) in ecuatia generald se obtine:
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Ta
T =N,T, + N,T, + N.T, = [N, N}, N.] Tb] (6.55)
Te
Unde relatiile de interpolare au urmatoarea forma:
1
Ny = 2A (gt Bax + Vay) (6.56)
1
Ny = o (<p+ Bpx + vpY) (6.57)
1
N, = 2A (xXc+ Bex +vcy) (6.58)
Iar parametrii &, B i yse calculeaza cu urmatoarele ecuatii:
Xa= XpYe — XcYb Ba=Yp—Yc Ya = Xc — Xp
Xp= XcYVa — Xa)c ﬁb =Ye = Va Vb = Xa — X (659)
Xe= XqYp — XpYa Be=Ya—Y» Ye = Xp — Xq

Relatiile de interpolare au valori subunitare iar suma lor este conform
relatiei:

N,+N,+N, =1 (6.60)

In continuare se va determina gradientul temperaturii prin cele doud
relatii, tinand cont de faptul cd domeniul este bidimensional:

oT _ ONg Ny ONern _ Pa Bv Be
= ox T, + o Tb+6x TC_ZATa+2ATb+2ATC (6.61)
OT _ 9Ng 9Np ONc v _ Ya Yp Ye
3 = w + 5 Tb+6y TC_zATa+zATb+zATC (6.62)
Sau 1n forma matriceala:
or T,
ox 1 ,Ba .Bb ﬂc
=%l == ||7o] = 81071 (663)
> 2A1Ya Vb Yc T,

Din relatiile anterioare rezulta cd derivatele partiale d7/dx, respectiv
dT/dy au valori constante. Prin urmare si fluxurile de caldura au si ele valori
constante 1n directia x respectiv y.

Exemplul 6.2: Sa se calculeze temperatura in punctul cu coordonate
(3,3) dintr-un element triunghiular cu coordonate a (1,1), b (5,1) si ¢ (3,5).
Temperaturile in punctele respective sunt: 7a = 303 K, 7b = 323 K si 7. = 353
K. De asemenea sd se determine si fluxurile termice gx respectiv gy.
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Conductivitatea termica a materialului este de £ = 16 W/m K. Elementul este
prezentat in Fig. 6.8.

A
y
c(3,5)
T.
°
x(3,3)
T, Ty
a(l,1) b(5,1) %

»

Fig. 6.8. Prezentarea schematica a elementului finit bidimensional

Suprafata triunghiului se determina cu relatia (6.54):
2A =16

Dupa care se determina relatiile de forma (6.56) — (6.58):

4 4 8
Ny=% Ny=2 N, =2
aT 16’"b T 1677°¢ T 16

Temperatura in punctul (3,3) se obtine cu relatia (6.55):
T = 2303 + =323 + —353 = 333K
16 16 16

Fluxurile de caldura in cele doud directii rezultd din relatiile:

303
323]
353

Prin urmare fluxurile termice au urmatoarele valori:
gx=-80W,gy=-160 W

Qx]: k—440[

gyl = 24al-2 2 4

6.3. METODA ELEMENTULUI FINIT IN STRUCTURI MECANICE

In acest capitol se vor prezenta conceptele care stau la baza modelarii
fenomenelor care au loc in structurile mecanice. In general in cazul
fenomenelor mecanice se cauta solutia in forma deplasarilor si a tensiunilor
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care sunt in stare de echilibru cu conditiile la limitd reprezentate prin
incarcarile asupra sistemului. Exisd doud modele generale privind simularea
cu metoda elementului finit a structurilor mecanice, si anume:

Modelul fortelor la care fortele interne reprezinta variabilele
necunoscute. In acest caz ecuatiile algebrice sunt obtinute in urma conditiilor
de echilibru si ecuatiilor de compatibilitate. Prin solutionarea lor se obtin
fortele necunoscute.

Metoda deplasarilor sau a rigiditatii la care deplasdrile sunt
necunoscute. Prin urmare ecuatiile de baza sunt prezentate in forma relatiei
deplasdrilor nodale si a fortelor. Relatia deplasarilor nodale este definita
pentru fiecare nod care face parte dintr-o retea de noduri care comunica intre
ele. Prin definirea proprietdtilor mecanice ale materialului structurii si a
conditiilor la limita, se pot determina parametrii necunoscuti valabili pentru
restul constructiei. Procedura generald este un similara celei dezvoltate pentru
problemele termice sau fluidodinamice, si este constituitd din urmatorii pasi:

1. Discretizarea si definirea geometriei elementelor finite, prin care
domeniul de calcul se imparte in mai multe elemente finite si implicit
mai multe noduri. Numarul si dispunerea lor depinde de fiecare
problema in parte si de rationamentul celui care realizeaza simularea.
In principiu exista elemente unidimensionale (Fig. 6.9), bidimensionale
(Fig. 6.10) sau tridimensionale (Fig. 6.11). Totodata dispunerea lor
intr-o retea poate fi uniformi sau neuniforma. In cazul in care se
estimeaza ca in anumite zone variatiile unei proprietdti sunt mai mari
sau mai rapide, se impune un numar si o densitate mai mare a nodurilor.
Totodatd analiza initiala a fenomenului are un rol important intr-o
simulare numericad. Printr-o astfel de procedurd se pot simplifica
problemele care la randul lor rezulta cu reducerea resurselor de calcul
si implicit o precizie mai buna a rezultatelor finale (Fig. 6.12).

Fig. 6.9. Elemente finite unidimensionale

[ ]

Fig. 6.10. Elemente finite bidimensionale
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Fig. 6.11. Elemente finite tridimensionale

—

—

Fig. 6.12. Aproximarea domeniilor de calcul

2. Determinarea functiei de forma sau functiei de deplasari. Forma
convenabila a acestor functii este una polinomiala (lineara, patratica
sau cubicd) si sunt reprezentate in functie de valorile necunoscute si
anume coordonatele spatiale (x si y pentru probleme bidimensionale).
Prin urmare la fel ca in cazul fenomenelor termice descrise in capitolele
anterioare, deformatiile constructiei mecanice sunt estimate cu o serie
de elemente finite si noduri si variatii locale intre ele.

3. Definirea relatiilor constitutive. Pentru deformatiile unidimensionale
relatia pentru deformatia specificd are urmatoarea forma:

=& (6.64)

E, =
x dx
De asemenea conform legii lui Hooke, rezulta relatia pentru tensiunea
mecanicd, proportionala cu deformatia specifica:

o, = E¢g, (6.65)
Unde E reprezintd modulul de elasticitate sau modulul lui Young.

4. Definirea matricei de rigiditate. Pentru a determina matricea
elementara de rigiditate existd metode precum: Metoda directd, Metod
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variationala sau Metoda reziduurilor. Folosind oricare dintre metodele
amintite rezultd urmatoarea ecuatie in forma matriciala:

(fq [k11 kiz  kis k1n] (U1
f2 ky1  kyp ka3 kon| | %2
f3 ? = |k31 kzy k33 k3n | U3 (6.66)
fn} lknl kna  kn3 knnJ Un
Sau Intr-o forma mai compacta:
{f} = [k]{6} (6.67)

Unde {f} reprezinta vectorul fortelor nodale, [k] reprezintd matricea
elementara de rigiditate iar {0} reprezinta vectorul deplasarilor nodale.

5. Formularea matricelor globale prin asamblarea matricelor elementare
de rigiditate. Una dintre metodele de formulare este metoda directa prin
care se obtine urmatoarea ecuatie finala:

{F} = [K]{5} (6.68)

Ecuatia (5.3) poate fi rezolvata printr-o metoda directa precum metoda

TDMA sau metoda lui Gauss sau metoda iterativd precum metoda Gauss-
Seidel.

6. Solutionarea ecuatiilor pentru tensiune sau deplasari specifice conform
ecuatiilor (5.1) si (5.2) exprimate prin deplaséri nodale.

7. Analiza §i interpretarea rezultatelor obtinute. Programele comerciale
de simulare au integrate si modulele de vizualizare a rezultatelor
precum si numeroase optiuni de prelucrare a datelor obtinute in urma
modelarii numerice.

6.4 DERIVAREA ECUATIEI CU ELEMENTE FINITE PENTRU BARA

Avand principiile de discretizare si definire a ecuatiilor cu elemente
finite pentru structuri mecanice, in continuare se trece la derivarea ecuatiei de
rigiditate pentru bara unidimensionala [8].

Se ia In considerare o bard actionata de un sistem de forte pozitionatd
intr-un sistem de coordonate local (Fig. 6.13). Bara are o sectiune constanta si
este supusa unor forte care actioneaza de-a lungul axei in nodurile 1 si 2. De
asemenea se considera ca modulul de elasticitate respectiv lungimea initiala a
barei este constantd. Gradele de libertate sunt deplasarile nodale longitudinale.
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F
AF“( X!

Fig. 6.13. Reprezentarea schematica a barei unidimensionale lineare

»
>

Din legea lui Hooke rezulta:

o, = Es, (6.69)
Unde deformatia specificd este definita astfel:
£ = Z—Z (6.70)

Din conditia de echilibru a fortelor rezulta:
A - g, = F=const. (6.71)

Prin diferentierea ecuatiei (6.71) n raport cu x si tindnd cont de relatiile
anterioare se obtine:

%(A.E.z_z)zo (6.72)

Relatia (6.72) reprezinta ecuatia diferentiald care descrie fenomenul
linear elastic din bard. Totodata se iau in considerare urmatoarele prezumtii:
- Nu exista deplasari transversale
- Bara se comporta linear conform legii lui Hooke
- Fenomenul este stationar

In continuare se vor parcurge pasii definiti in capitolul anterior.

Pasul 1. Definirea elementului finit
Elementul finit este definit in Fig. 6.13.
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Pasul 2. Selectia relatiei de variatie a deplasarii nodale
In cazul in care definim o relatie lineard de variatie a deplasarilor
nodale rezulta:

u=a,t+a; x (6.73)
Conditiile la limita pentru bara din Fig. 6.4.1 au urmatoarea forma:

x=0,u=0

x=L u=0%

Tinand cont de cele doud conditii la limita relatia deplasarilor nodale
(6.73) are urmatoarea forma:

u=(2)x+5, (6.74)
Sau dupa rearanjare:
u=(1-%)5+%s, (6.75)
In forma matriciala ecuatia (6.75) este:
u=[N; N,] {51} (6.76)
8,

Unde N1 respectiv N2 reprezintd functiile de forma sau relatiile de
interpolare:

N, =1 —f (6.77)
N, = f (6.78)

Ecuatiile de forma au urmatoarele proprietati:
O0<M<1,0<Ni<l1
Ni+N2=1

Proprietatile relatiilor de forma sunt prezentate si sub forma grafica in
Fig. 6.3.

Pasul 3. Definirea relatiilor constitutive
Relatia deformarea specifica — deformarea are urmatoarea forma:

=% %G (6.79)

& =
x dx L
Si relatia tensiunea — deformatia specifica:

o, = Ee, (6.80)
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Pasul 4. Definirea matricei de rigiditate
Relatia dintre forta si tensiune este:

F=0-A
Tinand cont de relatiile (6.79) si (6.80) rezulta:
1. 8,-6,
F=A4-E ( L )
Avand in vedere orientarea fortelor din Fig. 6.4.1:
Fix=-F
Fox=F
Din relatiile (6.83) si (6.82) rezulta:
AE
Fixy = I (61— &7)
[ar din relatiile (6.84) si (6.82) rezulta:
AE
Foy = I (6, — 61)

Relatiile (6.85) si (6.86) in forma matriciala sunt:

)L S
Fox L1-1 116,

(6.81)

(6.82)

(6.83)
(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

Conform ecuatiei (6.67), matricea de rigiditate are urmatoarea forma:

k zg[—i _11]

Pasul 5. Asamblarea matricelor de rigiditate:
K = Zizllv kei
F= Z:zllv F el
Pasul 6. Calculul deplasarilor nodale
Deplasarile nodale se obtin din sistemul de ecuatii:

F=k-6

Pasul 7. Calculul fortelor elementare

(6.88)

(6.89)
(6.90)

(6.91)

Exemplul 3: Pentru un ansamblu compus din trei bare (Fig. E.1) sa se
determine:

matricea de rigiditate globala
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- deplasarile nodala in nodurile 2 si 3
- fortele in nodurile 1 si 4

O forta de 3000 N este aplicata in nodul 2. Lungimea fiecarei bare este
de 10 cm. Pentru bara 1, 4 =2 cm” si £ = 5 10° Pa iar pentru barele 2 5i 3 4 =
0.5 cm? si E =20 10 Pa. In nodurile 1 si 4 sunt suporturile fixe.

% 7

1@2/:93@4

—

L4 L, Ls

Ll L}

7 L

Fig. E.1. Reprezentarea schematica a barelor

Matricele de rigiditate pentru cele trei elemente, conform relatiei (5.4)

sunt:
ky = %[_11 _11] — 106 [_11 _11] (E1.1)
ky = 22102010 [_11 _11] = 106 [_11 _11] (E1.2)
ky = 221020100 [_11 _11] = 106 [_11 _11] (E1.3)

Pentru a facilita asamblarea matricelor, cele trei matrice elementare se
extind la numarul de noduri (deplasari nodale) total, si anume 4 x 4:

[1 -1 0 0]
-1 1 0 0

k, =10° 0 0 0 0 (E1.4)
[ 0 0 0 Ol
[0 O 0 O]
0 1 -1 0

k, = 10° 0 -1 1 0 (EL.5)
0 O 0 Ol
[0 0 O 0 ]
0 0 O 0

ks =10 00 1 -1 (E1.6)
0 0 -1 1
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Matricea de rigiditate globala se obtine prin insumarea matricelor
elementare:

K=Y,k (E1.7)
1 -1 0 0
-1 2 -1 0
o -1 2 -1
0 0o -1 1

Similar cu ecuatia (6.19) se poate scrie:

K =10° (E1.8)

Fi, 1 -1 0 076w«
F2x _ 6 -1 2 -1 0 62x
Fo (%0 -1 2 -1|)6 (E19)
Fyy 0 0 =1 11\
Avand in vedere cd nodurile 1 si 4 sunt suporturi fixe, rezulta:
&XZO,&X:O (EIIO)
Prin reducerea ecuatiei (E1.9) la nodurile interne 2 si 3 rezulta:
FZx} _1n6[ 2 -1 {52x}
{ng =10 [_1 2] o (E1.11 a)
Sau dupa inlocuirea valorilor din enunt:
3000) _ . ne[2 -1 {62x}
{ 0 }_10 [—1 2] 83z (E1.11b)
De unde rezulta cele doud ecuatii algebrice:
3000 = 10%(268,, — 83x) (E1.12)
0 = 10%(=6,, + 283,) (E1.13)

Din cele doua ecuatii (E1.12-13) rezulta deplasarile nodale 2 si 3:
0x=0.002 m, &x=0.001 m

Inlocuind valorile pentru Jix - & in ecuatia globala (E1.9) rezulta:

Fix 1 -1 0 0 0
Fox{ _196]-1 2 -1 0])0.002
F3y 0 -1 2 -1])0.001
Fyy 0 0 -1 1 0
Sau intr-o alta forma:
Fy,, = 106(0 — 0.002) = —2000 N (E1.14)

F,, = 105(2-0.002 — 0.001) = 3000 N (E1.15)
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Fs, = 105(—0.002 4+ 2-0.001) = 0 N (E1.16)
F,, = 105(—0.001) = —1000 N (E1.17)
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